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跳跃扩散下美式期权定价模型的高效算法
杨淑伶

（广东工业大学　应用数学学院，广东 　广州  510090）

摘要: 研究跳跃扩散模型下美式期权定价问题的高效数值求解方法. 首先在空间方向上利用高精度紧致差分格式离散

期权定价模型, 再对离散后所得到的常微分方程时间离散转化为线性互补问题. 对线性互补问题的计算可求得期权价

格的数值近似解. 最后为了克服初始条件的不光滑性, 对美式期权定价模型运用了奇异性分离的方法以提高计算结果

的精度. 数值实例验证了本文所建立算法的优越性.
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An Efficient Algorithm for American Option Pricing in the Jump-
Diffusion Model
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(School of Applied Mathematics, Guangdong University of Technology, Guangzhou 510090, China)

Abstract: The efficient numerical methods for solving the American option pricing model under jump-diffusion is
studied. First of all, the high accuracy compact difference scheme is applied to discrete the option pricing model in
the spatial direction, and discrete the temporal variable of the resulting ordinary differential equation to the linear
complementarity problem (LCP). The approximation value of option price is obtained by solving the LCP. Finally,
in order to overcome the nonsmoothness of payoff function, the singularity separating method is utilized for the
American option pricing model to improve the accuracy of calculation. Numerical examples demonstrate the
superiority of the algorithm.
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期权定价理论是现代金融学研究体系中的重要

组成部分. 期权赋予持有人在规定时间内以事先约

定的价格买入（看涨期权）或卖出（看跌期权）某

种标的资产的权利. 根据持有人行使权利的时间规

定不同，期权可分为欧式期权和美式期权. 欧式期权

只能在到期日被执行，但美式期权可以在到期日之

前的任何时刻被执行，因而其定价问题更为复杂. 目
前世界各地的期权交易所交易的期权大部分是属于

美式期权类型，所以美式期权定价问题的研究具有

更重要的实际应用意义.
不同于Black-Scholes模型[1]，跳跃扩散期权定价

模型[2-3]中假设标的资产价格的变动除了服从随机布

朗运动外，还加入了随机跳跃过程，因而其能更好地

模拟实际金融市场中的价格变动情况. 本文将研究

Merton跳跃扩散模型下美式期权定价问题的求解.

美式期权定价问题的求解有2种常用方法：（1）基

于二叉树或三叉树模型计算[4-5]；（2）利用Ito引理，

将跳跃扩散期权定价模型的计算转化为求解一个偏

微分积分方程(PIDE)[6-8]. 由于美式期权具有可提前

执行的特点，其相应的跳跃扩散模型则是1个带有自

由边界的偏微分积分方程. 该方程并不存在解析解，

所以对其数值解法的研究是非常必要的.
目前已有的美式期权定价偏微分积分模型的计

算通常采用2阶精度的Crank-Nicolson差分格式

离散方程. 该差分格式虽然稳定性较高，但精度较

低[9-10]. 本文作者在文献[11]中建立了1个4阶精度紧

致差分格式计算跳跃扩散下欧式期权和双障碍期权

定价模型. 本文将进一步将该高精度紧致差分格式

推广至求解美式期权定价模型，以建立起美式期权

定价问题求解的高效算法.
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1     期权定价模型和差分格式

u (x, t)在跳跃扩散过程下，欧式期权价格 满足如

下的偏微分积分方程：

ut =Lu =
σ2

2
uxx +

(
r−λκ− σ

2

2

)
ux − (r+λ)+

λ
w +∞
−∞

u (x+ y, t) f (y)dy. (1)

x = ln (S/K)

t ∈ [0,T ] σ > 0

r ⩾ 0 λ > 0

κ

f (y)

σM

其中 ，S是标的资产的价格，K是敲入价

格， 是距离到期日T的时间， 是标的资产

回报率方差， 是无风险利率， 是泊松过程的

平均到达率， 是跳跃过程脉冲函数的期望值，函数

是跳跃强度大小的密度函数. 本文考虑Merton模

型，即假设跳跃强度服从均值为μM和方差为 的正

态分布，则

f (y) =
e−(y−µM)2/2σ2

M
√

2πσM
, (2)

κ = e
(
µM+σ

2
M/2

)
−1并设： .

u (x, t)

由于美式期权可提前执行的特点，其价格

满足如下的模型：
(ut −Lu) ⩾ 0, t ∈ (0,T ] , x ∈ R,
u ⩾ ϕ, t ∈ (0,T ] , x ∈ R,
(ut −Lu) (u−ϕ) = 0, t ∈ (0,T ] , x ∈ R.

(3)

初始条件（以看跌期权为例）为

u (x,0) = ϕ (x) =max
{
K

(
1− ex) ,0} , x ∈ R. (4)

边界条件为

u (x, t) ≈
{

K
(
e−rt − ex) , x→−∞,

0, x→ +∞. (5)

[xmin, xmax]

h = (xmax− xmin)/m xi = xmin+

ih, i = 0,1, · · · ,m ui (t) u (xi, t) u fi (t)

x = xi

为了求得期权价格的数值解，首先将无界积分

区域R截断为有限区域 ，采用常数步长

将有限区域等分为m份， 

. 设 表示 的近似值， 表

示方程(1)中的积分在 处的近似值，对方程(1)应

用Spotz高精度紧致差分格式[11-12]可得到如下的三点

差分格式：

1∑
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)
, (6)

其中：

a1 =
σ2

2
, a2 = r−λκ−a1, a3 = r+λ,

p1 =
1
12
− a2h

24a1
, p2 =

5
6
, p3 =

1
12
+

a2h
24a1

,

q1 =
a2

2

12a1
+

a1

h2 −
a2

2h
−a3 p1,

q2 = −
a2

2

6a1
− 2a1

h2 −
5a3

6
,

q3 =
a2

2

12a1
+

a1

h2 +
a2

2h
−a3 p3.

u fi (t)

Ω = [xmin, xmax] Ω̄ Ω
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(
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)
Ω̄

对积分 的处理如下：积分区域R可分为有

界区域 和有界区域外 两部分，在 上

的定积分可用复合Simpson公式计算，误差为 ，

而在 上的积分应用边界条件(5)可计算得出解析式.
O

(
h4

)
除去式(6)中的误差项 后，应用到方程

(3)上可得到如下半离散形式

[Bu (t)+ c (t)] ′ ⩾ Au (t)+ d (t) , (7)

u (t) = [u1 (t) ,u2 (t) , · · · ,um−1 (t)]T

c (t) d (t)

其中 ，A和B是m-1阶
矩阵， 和 是维数为m-1的向量[11].

tk = kτ,τ = T/n,

k = 0,1, · · · ,n. u (tk) uk

将时间区间 [ 0 ,  T ]分割为：  
令 的近似值为 ，采用梯形法公式

离散式(7)得如下的线性互补问题(LCP)：
(
B− τ

2
A
)
uk ⩾

(
B+
τ

2
A
)
uk−1+

τ

2

(
dk+dk−1

)
+
(
ck−1−ck

)
,

uk ⩾ ϕ, k = 1,2, · · · ,n.
(8)

以上2个不等式至少1个取等号. 对上述线性互补问

题式(8)可应用经典的PSOR解法[13]或者算子分裂

法[14]等方法求解.

2     奇异性分离

虽然理论证明表示，Spotz差分格式是4阶精度

的紧致差分格式，但由于期权定价模型的初始条件

(4)具有不光滑性，故在实际计算中应用该格式求解

期权定价模型并未能达到4阶精度.
为了解决这个问题，在文献[11]中作者采用了在

不光滑点局部加密网格的方法，使计算精度恢复到

4阶. 本文研究的是美式期权定价模型，考虑到相应

的欧式期权定价模型存在解析公式且2个模型的初

始条件相同，故可采用奇异性分离[15-16]来克服初始条

件的不光滑性，同时避免了复杂的局部网格加密算

法.
uk

D = uk −uk
E uk

E t = kτ

uk
D

令 ，其中 是在 处欧式期权的

价格，则 可由以下线性互补问题计算得出：
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
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B− τ
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A
)
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2
A
)
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D +
τ

2

(
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)
+
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)
,

uk
D ⩾ ϕ−uk
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(9)

un
D un

D+un
E

un

从式(9)中求得 后，可进一步由 算出美式期

权在t=T时刻的价格 .

3     数值试验

本节将比较本文所提出的高精度紧致差分格式

与经典的Crank-Nicolson算法在求解跳跃扩散下美

式期权定价模型下的差异.
T =0.25,σ=0.15,r=0.05,λ=0.1,

µM = −0.9,σM = 0.45, xmin = −2, xmax = 2

各参数设定如下： 
. 表1中，“CN”

表示采用Crank-Nicolson差分格式，“SSHOC”表示采

用了奇异性分离处理后使用高精度紧致差分格式.
采用算子分裂法求解线性互补问题式(9). V0是在

S=K处的美式期权价格数值解，“error”是V0和精确值

之间的误差. 注意到美式期权价格并不存在解析公

式，故以在最密的网格上，应用高精度紧致差分格式

和PSOR方法求得的计算结果作为精确解.
 

表 1   高精度紧致差分格式和Crank-Nicolson差分格式比较

Tab.1   The comparison between high accuracy compact difference
scheme and Crank-Nicolson difference scheme

m n
CN SSHOC

V0 error V0 error

32 10 2.123 1.118e0 3.217 2.397e-2

64 20 2.907 3.342e-1 3.227 1.404e-2

128 40 3.164 7.692e-2 3.237 4.423e-3

256 80 3.221 2.014e-2 3.239 2.082e-3

512 160 3.236 5.528e-3 3.240 8.766e-4

1 024 320 3.240 1.599e-3 3.241 3.738e-4

 
 

从表1可看出，由于美式期权自由边界的影响，

高精度紧致差分格式计算美式期权达不到其应用在

计算欧式期权时所具有的4阶精度[11]. 但是在同一网

格分布上，采用本文所提出的带奇异性分离技术的

高精度紧致差分格式计算美式期权价格，比经典

Crank-Nicolson差分格式能获得更高精度的近似计

算解. 这一点在较粗网格上尤其显著. 在最粗的网格

上，使用Crank-Nicolson格式计算的结果和精确解误

差较大，但使用本文的高精度格式所计算的解和精

确解误差非常小. 特别需要指出的是，由于本文所采

用的高精度格式是紧致差分格式，即差分格式是建

立在相邻的3个点上，所以其在计算量和计算时间上

与Crank-Nicolson差分格式是相仿的. 综上可得出，采

用本文所提出的奇异性分离和高精度紧致差分格式

相结合的算法，能快速有效地获得Merton跳跃扩散

模型下美式期权价格的数值解.

4     结论

本文建立了美式期权定价Merton模型的高精度

数值求解方法. 对模型采用奇异性分离方法后，再利

用Spotz高精度紧致差分格式和算子分裂法相结合

求得模型的近似解. 从具体实例的计算结果可得出，

本文所建立的方法与经典的Crank-Nicolson差分格

式相比较，在不增加计算量的同时可以显著提高计

算精度.
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