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带周期边界的时间分数阶扩散方程的差分格式
张会琴，汪志波

（广东工业大学　应用数学学院，广东　广州  510520）

摘要: 鉴于分数阶方程的解析解实难求得, 本文主要研究了带周期边界的时间分数阶扩散方程的有限差分方法, 时间

方向采用L2-1σ离散公式, 空间方向采用二阶差分格式离散, 数值格式整体可达到二阶精度. 随后利用Fourier方法证明

了有限差分格式的唯一可解性、稳定性和收敛性. 最后用 MATLAB语言对具体的模型进行了数值求解, 数值实验能

很好地印证理论结果.

关键词: 分数阶扩散方程；Fourier方法；变系数；稳定性；收敛性

中图分类号 :  35R11;  65M06;  65M12;  65M15                                     文献标志码 :  A                                            文章编号 :
1007–7162(2019)03–0074–06

Finite Difference Schemes for Time Fractional Diffusion Equations
with Periodic Boundary Conditions
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Abstract: Generally, the analytic solution for fractional differential equations is hard to obtain. The difference
scheme of time fractional diffusion equations with periodic boundaries is mainly studied, adopting the L2-1σ

formula in temporal direction, and the second order difference approximation in spatial direction. The proposed
scheme can obtain second order accuracy globally. The unique solvability, stability and convergence of the
proposed scheme are proved by the Fourier method. Finally, the specific fractional models are solved numerically
by MATLAB language. Numerical experiments are carried out to support the theoretical results.
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近年来，随着分数阶偏微分方程(FDEs)的研究

受到越来越多的关注，证实了带分数阶导数的模型

比传统的整数阶导数模型能更精确地描述科学与工

程领域中的系统现象. 目前 FDEs已应用于许多方

面，如电磁学[1]、经济学[2]、资产期权[3]、物理学[4]等. 求
解FDEs有多种方法，对于具有简单边界条件的偏微

分方程，解析解可以通过分离变量法[5]或Laplace[6]变
换得到. 但因问题的复杂性，多数解析解难以求出,因
此研究FDEs数值解显得非常必要.

对于时间分数阶微分方程的数值计算，目前已

有不少研究成果. 其中L1式是时间Caputo分数阶导

数的一个常用近似，具体可以参见文献[7-12]了解更

O
(
τ+h4

)

L2−1σ

多关于L1近似的应用信息. 文献[8]中利用时间有限

差分方法和空间勒让德光谱法，建立了有限分差格

式. Cui[9]给出了方程的一个具有 精度的紧格

式. 在文献[10-11]研究了一个具有非线性源项的修

正异常时间分数阶慢扩散方程，提出了一阶时间精

度和四阶空间精度的有限差分格式. 基于Grünwald-
Letnikov近似，Yuste和Acdido[13]构造了分数阶微分方

程的显式差分格式，并利用冯诺依曼方法研究了稳

定性. 而Zhuang等[14]用能量法和隐式数值方法研究

异常子渗流方程的稳定性及收敛性 .  近来，

Al i kh anov [ 1 5 ]提出了一个新的数值推导公式

—— 公式，在一个特殊的点上近似Caputo分
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数导数. 文献[15]和[16]构造了一种求解二维时空分

数阶微分方程的高阶格式.

L2−1σ

然而，上述工作均涉及常系数分数阶方程，通常

为复杂模型的简化模型，而很多实际问题常用变系

数方程来描述，如文献[17-20]. 因此研究变系数问题

显得非常重要. 基于 离散公式，本文考虑带变

系数的次扩散方程(见式(1))，并严格分析该差分格

式的稳定性及收敛性.
C
o Dγt u(x, t) = K(x)uxx +P(x)uxxx +Q(x)uxxxx+

f (x, t), x ∈ R, t ∈ (0,T ],0 < γ < 1. (1)

方程(1)为满足如下周期边界条件的解：{u(x,0) = φ(x), x ∈ R;
u(x, t) = u(x+L, t), x ∈ R, t ∈ (0,T ].

(2)

K(x),P(x),Q(x) K(x) > 0,

Q(x) < 0.

其中 足够光滑，并且满足  
 Caputo分数阶导数的定义：

C
o Dγt u(x, t) =

1
Γ(1−γ)

w t

0

∂u(x, s)
∂s

ds
(t− s)γ

.

L2−1σ

本文构局如下：第2节，基于文献[15]中所提出的

离散公式，构建了有限差分格式；第3节，证明

该差分格式的唯一可解性，并给出局部截断误；第

4节，用Fourier方法研究了该格式的稳定性和收敛

性；第5节中给出了一些与理论分析一致的数值结

果；最后得出简要结论.

1     差分格式的建立及分析

N,M, τ = T/N,h = L/M,

Ωτ = {tn = nτ,0 ⩽ n ⩽ N}. Vτ = {v|v =
(v0,v1, · · · ,vN)} Ωτ

v ∈ Vτ Ωh = {xi|0 ⩽ i ⩽ M}.
Vh = {u|u = (u0,u1, · · · , uM)} Ωh

un
i = un

i±M .

给定正整数 记 时间方向的

网格剖分为 记  
, 为定义在 上的网格函数空间. 对任

意 ,空间上的网格剖分为 记

  为定义在 上网格函数空

间. 考虑到周期边界条件有{
c(k)

m

}
0 < γ < 1,σ = 1− γ

2

本文给出了一个序列 ，如文献[15]中的定

义，假设 ，则有，

a0 = σ
1−γ,al = (l+σ)1−γ − (l−1+σ)1−γ, l ⩾ 1;

bl =
1

2−γ
[
(l+σ)2−γ − (l−1+σ)2−γ]−

1
2

[
(l+σ)1−γ − (l−1+σ)1−γ] , l ⩾ 1.

k = 0 c(k)
0 = a0 k ⩾ 1当 时， ；当 时，

c(k)
m =

{ a0+b1,m = 0;
am+bm+1−bm,1 ⩽ m ⩽ k−1;
ak −bk,m = k.

它的定义符合

c(k)
m <

1−γ
2

(m+σ)−γ,

c(k)
0 > c(k)

2 > c(k)
2 > · · · > c(k)

k .

(3)

0 < γ < 1,u(x) ∈C2[0,T ]当 时，

C
0 Dγt u(tn+σ)−∆γt u(tn+σ) = O(τ3−γ),

其中

∆
γ
t u(tn+σ) =

τ−γ

Γ(2−γ)

n∑
k=0

c(n+1)
k [u(tn−k)−u(tn−k+1)].

U(x) ∈C6[xi−2, xi+2]

H1,H2,H3,

引理1　假设 ，定义如下3个
算子 通过Taylor展式运算得：

H1Ui =
1
h2 (Ui−1−2Ui+Ui+1),

H2Ui =
1
h3 (

1
2

Ui−2+Ui−1−Ui+1+
1
2

Ui+2),

H3Ui =
1
h4 (Ui−2−4Ui−1+6Ui−4Ui+1+Ui+2).

(4)



|uxx(xi)−H1Ui| ⩽
1
12

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(4)
x (x)

∣∣∣∣h2,

|uxxx(xi)−H2Ui| ⩽
1
4

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(5)
x (x)

∣∣∣∣h2,

|uxxxx(xi)−H3Ui| ⩽
1
6

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(6)
x (x)

∣∣∣∣h2.

(5)

0 < γ < 1, u(t) ∈
C2[0,T ],

引理2　根据文献[17-19]，假设

则有

u(tn+σ) = σu(tn+1)+ (1−σ)u(tn)+O(τ2). (6)

u(σk+1) = σu(tk+1)+ (1−σ)u(tk)

un
i Un

i

定义 . 根据引理1和
引理2，并用数值解 代替精确解 ，可以得到如下

差分格式：
∆
γ
t un+σ

i = KiH1u(σn+1)
i +PiH2u(σn+1)

i +

QiH3u(σn+1)
i + f n+σ

i ,0 ⩽ n ⩽ N,1 ⩽ i ⩽ M;
u0

i = φ(xi),1 ⩽ i ⩽ M;
un+1

i = un+1
i±M ,1 ⩽ i ⩽ M,0 ⩽ n ⩽ N.

(7)

O(τ2+h2).

基于式(5)和(6)，可以很容易得到该差分格式的

截断误差为

2     差分格式的唯一可解性

νn+1(x),zn+σ(x) L

[0,L]

在这一部分，用Fourier方法讨论差分格式(7)是
唯一可解的. 首先给出一些Fourier的定义，定义

为具有周期为 的2个周期函数，其中

为它们的周期：

νn+1(x) =


un+1

0 , x ∈ [x0, x1/2];

un+1
i , x ∈ (xi−1/2, xi+1/2], i = 1,2, · · · ,M−1;

un+1
M , x ∈ [xM−1, xM].
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zn+σ(x) =


f n+σ
0 , x ∈ [x0, x1/2];

f n+σ
i , x ∈ (xi−1/2, xi+1/2], i = 1,2, · · · ,M−1;

f n+σ
M , x ∈ [xM−1, xM].

νn+1(x) zn+σ(x)由Fourier 级数，定义 和 如下：

νn+1(x) =
∞∑

l=−∞
ṽn+1

l eβxj,

zn+σ(x) =
∞∑

l=−∞
z̃n+σ

l eβxj.

其中

j2 = −1,β =
2πl
L
,

ṽn+1
l (x) =

1
L

w L

0
vn+1(x)e−βxjdx,

z̃n+σ
l (x) =

1
L

w L

0
zn+σ(x)e−βxjdx.

L2定义 范数为

∥∥∥uk
∥∥∥

2 =

h M∑
i=1

∣∣∣uk
i

∣∣∣2
1
2

.

根据 Parseval 等式可以得到如下等式：

∥∥∥uk
∥∥∥

2 =

(w L

0

∣∣∣vk(x)
∣∣∣2dx

) 1
2
=

 ∞∑
l=−∞

∣∣∣ṽk
l (x)

∣∣∣2
1
2

,

∥∥∥ f n+σ
∥∥∥

2 =

(w L

0

∣∣∣zn+σ(x)
∣∣∣2dx

) 1
2
=

 ∞∑
l=−∞

∣∣∣z̃n+σ
l (x)

∣∣∣2
1
2

.

现开始证明差分格式(7)的唯一可解性，先不考

虑周期边界问题，通过计算，差分格式(7)可以等价为

如下形式：[
sc(n+1)

0 −σH
]
un+1

i =

N∑
k=0

gn+1
k uk

i +2h4 f n+σ
i +(1−σ)Hun

i ,

1 ⩽ i ⩽ M,0 ⩽ n ⩽ N. (8)

其中定义

sc(n+1)
0 =

2h4τ−γ

Γ(2−γ) ,g
n+1
0 = sc(n+1)

n ,

gn+1
k = s

[
c(n+1)

n−k − c(n+1)
n−k+1

]
,k = 0,1,2, · · · ,n.

Hun+1
i = 2h4(KiH1+PiH2+QiH3)un+1

i =[
λi.i−2un+1

i−2 +λi.i−1un+1
i−1 +λi.iun+1

i + λi.i+1un+1
i+1 +λi.i+2un+1

i+2

]
.

(9)

将通过Taylor展式运算得到的式(4)代入式

(9)中，通过计算，可以得到:



λi,i = −4h2Ki+12Qi,

λi,i+1 = 2h2Ki−2hPi−8Qi,

λi,i+2 = hPi+2Qi,

λi,i−1 = 2h2Ki+2hPi−8Qi,

λi,i−2 = −hPi+2Qi.

由Fourier 级数的定义和式(8)，得到如下方程：

∞∑
l=−∞

{(
sc(n+1)

0 −σH
)
eβxj

}
ṽn+1

l =

∞∑
l=−∞

 n∑
k=0

gn+1
k ṽn

l eβxj+12h4z̃n+σ
l eβxj

+
∞∑

l=−∞
(1−σ)Heβxjṽn

l . (10)

其中定义

Heβxj = eβxj
[
λi,i−2e−2βxj+λi,i−1e−βxj+λi,i +

λi,i+1eβxj+λi,i+2e2βxj
]
= eβxj(y1+ y2j). (11)

通过进一步计算求出

y1 = 4h2[cos(βh)−1]Ki+8[cos2(βh)−2cos(βh)+1]Qi.

y2 = 2h
[−2sin(βh)+ sin(2βh)

]
Pij.

由式(10)和式(11)可以推算得到

∞∑
l=−∞

[
sc(n+1)

0 −σ(y1+ y2j)
]
ṽn+1

l eβxj =

∞∑
l=−∞

 n∑
k=0

gn+1
k ṽk

l +2h4z̃n+σ
l

eβxj+

∞∑
l=−∞

(1−σ)(y1+ y2j)ṽn
l eβxj. (12)

e−βxj将式(12)的两边同时乘以 ，再0到L积分，可以得到[
sc(n+1)

0 −σ(y1+ y2j)
]
ṽn+1

l =

n∑
k=0

gn+1
k ṽk

l +2h4z̃n+σ
l + (1−σ)(y1+ y2j)ṽn

l ,

l = 0,±1,±2, · · · ,±∞. (13)

为了证明差分格式(7)是唯一可解的，只需要证

明下面方程是唯一可解即可：
(
sc(n+1)

0 −σH
)
un+1

i = 0,0 ⩽ n ⩽ N;

u0
i = φ(xi),1 ⩽ i ⩽ M;

un+1
i = un+1

i±M ,1 ⩽ i ⩽ M,0 ⩽ n ⩽ N.

(14)

Ki < 0,Qi < 0 y1 cos(βh)

y1 < 0

因为 ，且  不随  递增，所以求出

. 因此由式(14)可以得到(
sc(n+1)

0 −σ(y1+ y2j
)
ṽn+1

l = 0,

l = 0,±1,±2, · · · ,±∞. (15)

76 广  东  工  业  大  学  学  报 第 36 卷



ṽn+1
l = 0,∣∣∣∣sc(n+1)

0 −σ(y1+ y2j)
∣∣∣∣ = √(

sc(n+1)
0 −σy1

)2
+ (σy2)2> 0.

vn+1(x) = 0
∥∥∥un+1

∥∥∥
2 = 0

由上面证明，结合式(15)，可知 因为

所

以可以得到 ，进而知 ,此时，由以

上证明可知差分格式(7)是唯一可解的. 定理证毕.

3     差分格式的稳定性分析

(7)这一部分分析差分格式 的稳定性和收敛性.

(13)定理1　对于方程 可以得到：∣∣∣ṽn+1
l

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣ . (16)

n = 0证明　用数学归纳法证明方程(16)：当 , 基

于式(13), 可以得到(
sc(1)

0 −σ(y1+ y2j
)
ṽ1

l =

g1
0ṽ0

l +2h4z̃σl + (1−σ)(y1+ y2j)ṽ0
l =

sc(1)
0 ṽ0

l +2h4z̃σl + (1−σ)(y1+ y2j)ṽ0
l .

y1 < 0,σ >
1
2
, (3)注意到 结合式 的结论 (参见文献

[15])，可以推测：

∣∣∣ṽ1
l

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣ sc(1)
0 ṽ0

l +2h4z̃σl + (1−σ)(y1+ y2j)ṽ0
l

sc(1)
0 −σ(y1+ y2)j

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽√√√√√√[
sc(1)

0 + (1−σ)y1
]2
+ (1−σ)2y22(

sc(1)
0 −σy1

)2
+σ2y22

∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+
2h4√(

sc(1)
0 −σy1

)2
+σ2y22

∣∣∣z̃σl ∣∣∣ =
√√√√√√(

sc(1)
0 −σy1

)2
+σ2y22(

sc(1)
0 −σy1

)2
+σ2y22

∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+
√√√√√[

2sc(1)
0 + (1−2σ)y1

]
y1+ (1−2σ)y22(

sc(1)
0 −σy1

)2
+σ2y22

∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+
Γ(2−γ)τγ

c(1)
0

∣∣∣z̃σl ∣∣∣ =
√√√√

1+
2sc(1)

0 y1+ (1−2σ)(y12+ y22)(
sc(1)

0 −σy1
)2
+σ2y22

∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+
Γ(2−γ)τγ

c(1)
0

∣∣∣z̃σl ∣∣∣ ⩽ ∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ
∣∣∣z̃σl ∣∣∣ .

(16) 0,1,2, · · · ,n−1 n因此 对于 均成立，现在讨论 时

∣∣∣ṽn+1
l

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=0

gn+1
k ṽk

l +2h4z̃n+σ
l + (1−σ)(y1+ y2j)ṽn

l

sc(n+1)
0 −σ(y1+ y2)j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩽√√√√√√√√√√[
n∑

k=0

∣∣∣gn+1
k

∣∣∣+ (1−σ)y1

]2

+ (1−σ)2y2
2

(
sc(n+1)

0 −σy1
)2
+σ2y22

×

[∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n−1

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣]+
2h4

∣∣∣z̃n+σ
l

∣∣∣√(
sc(n+1)

0 −σy1
)2
+σ2y22

.

n∑
k=0

∣∣∣gn+1
k

∣∣∣ = sc(n+1)
0 ,因为 再结合式(3)可以得到：

∣∣∣ṽn+1
l

∣∣∣ ⩽
√√√√√√[

sc(n+1)
0 + (1−σ)y1

]2
+ (1−σ)2y2

2(
sc(n+1)

0 −σy1
)2
+σ2y22

×

[∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n−1

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣]+
2h4

∣∣∣z̃n+σ
l

∣∣∣√(
sc(n+1)

0 −σy1
)2
+σ2y22

=

√√√√
1+

2sc(n+1)
0 y1+ (1−2σ)(y1

2+ y2
2)(

sc(n+1)
0 −σy1

)2
+σ2y22

×

[∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n−1

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣]+
Γ(2−γ)τγ

c(n+1)
0

∣∣∣z̃n+σ
l

∣∣∣ ⩽∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣ .
定理1证毕.

定理2　结合方程(16)，可证差分格式收敛，即式

(17)的估计成立.∥∥∥un+1
∥∥∥

2 ⩽
∥∥∥u0

∥∥∥
2+2Γ(1−γ)T γ max

0⩽m⩽n

∥∥∥ f m+σ
∥∥∥

2. (17)

证明　根据定理1和 Minkowski 不等式可以推测： ∞∑
l=−∞

∣∣∣ṽn+1
l

∣∣∣2
1
2

⩽

 ∞∑
l=−∞

(∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣)2


1
2

⩽

 ∞∑
l=−∞

∣∣∣ṽ0
l

∣∣∣2
1
2

+2Γ(1−γ)T γ max
0⩽m⩽n

 ∞∑
l=−∞

∣∣∣z̃m+σ
l

∣∣∣2
1
2

.

(17)结合Parseval等式，证明 成立.
Un+1

i = [Un+1
1 ,Un+1

2 , · · · ,Un+1
m ]T定理3　记 ，其中
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0 ⩽ n ⩽ N, un+1
i = [un+1

1 ,

un+1
2 , . . . ,u

n+1
m ]T,0 ⩽ n ⩽ N,

en+1
i = Un+1

i −un+1
i ,0 ⩽ n ⩽ N,1 ⩽ i ⩽ M.

c1,c2

为 方 程 ( 1 ) ~ ( 2 ) 的 解 ，

为差分格式 ( 7 )的解，记

存 在 下 面 的

，使得∥∥∥en+1
∥∥∥ ⩽ c1τ

2+ c2h2,0 ⩽ n ⩽ N.

证明　由误差方程可以得到[
sc(n+1)

0 −σH
]
en+1

i =

n∑
k=0

gn+1
k ek

i +2h4Rn+σ
i + (1−σ)Hen−1

i ,

1 ⩽ i ⩽ M,0 ⩽ n ⩽ N.

Rn+σ
i = O(τ2+h2).其中

根据之前的分析和定理3可以得到：∥∥∥en+1
∥∥∥

2 ⩽
∥∥∥e0

∥∥∥
2+2Γ(1−γ)T γ max

0⩽m⩽n

∥∥∥Rm+σ
∥∥∥

2 ⩽

c1τ
2+ c2h2,0 ⩽ n ⩽ N.

其中

c1 =
(1−σ)σ

2
max

t0⩽t⩽tn

∣∣∣∣u(2)
t (x, t)

∣∣∣∣ ,
c2 = 2Γ(1−γ)T γ

(
1
12

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(4)
x (x, t)

∣∣∣∣h2 +

1
4

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(5)
x (x, t)

∣∣∣∣h2+
1
6

max
xi−2⩽x⩽xi+2

∣∣∣∣u(6)
x (x, t)

∣∣∣∣h2
)
.

定理2证毕.

4     数值实验

本节考虑了带空间变系数的时间分数阶偏微分

(7)方程的周期函数问题，算例验证了差分格式 对

Dirichelet边界值的周期函数问题的有效性. 记

E2(τ,h) =
∥∥∥Un+1

i −un+1
i

∥∥∥
2,

Rateτ,Rateh时间方向和空间方向的收敛阶分别为 ：

Rateτ = log2

(
E2(h,2τ)
E2(h, τ)

)
,

Rateh = log2

(
E2(2h, τ)
E2(h, τ)

)
.

Rateτ h

Rateh τ

当计算时间方向的收敛阶 时，我们要求 足够小

使得空间方向的误差不影响整体误差. 反之，当计算

空间方向的收敛阶 时，我们要求 足够小.
首先用差分格式(7)计算有已知精确解的问题

(1)~(3)以验证理论结果.
[0,1]× [0,1]例1　在 上考虑问题(1)~(3)精确解.

u(x, t) = (t2+1)sin(2πx), x ∈ R.

系数

K(x) = x4+0.01,P(x) = −x4,Q(x) = −(x4+0.01),

源项

f (x, t) = −8π3x4(t2+1)cos2πx+[
4π2(t2+1)(x4+0.01)(1+4π2)+

2t2−γ

Γ(3−γ)

]
sin2πx.

h = 1/1 500

γ = 0.2,0.5,0.8

2

表1中列出了当空间步长 分别对

不同时间步长下的误差及收敛阶. 容
易看出数值收敛阶验证了差分格式在时间方向的收

敛阶为 .
 

表 1   h=1/1 500时间方向上的数值收敛阶

Tab.1   Numerical convergence orders in temporal direction with h=1/1 500

τ
γ=0.2 γ=0.5 γ=0.8

E2(τ,h) Rateτ E2(τ,h) Rateτ E2(τ,h) Rateτ

1/5 3.601 0×10–3 * 8.916 3×10–3 * 1.394 4×10–2 *

1/10 9.013 2×10–4 1.998 3 2.205 0×10–3 2.015 7 3.373 2×10–3 2.047 4

1/20 2.241 6×10–4 2.007 5 5.426 0×10–4 2.022 8 7.980 2×10–4 2.079 6

1/40 6.264 7×10–5 1.839 2 1.303 1×10–4 2.058 0 1.806 7×10–4 2.143 0

1/80 1.563 3×10–5 2.002 7 2.902 2×10–5 2.166 7 3.789 5×10–5 2.253 3
 
 

τ = 1/5 000

γ = 0.5

当固定时间步长 ，表2中给出了当

时不同空间步长下的误差及收敛结果. 从表2
可以看出，该算例验证了空间方向的二阶收敛精度.

5     结论

L2−1σ

本文主要研究带空间变系数的时间分数阶扩散

方程的差分方法. 时间方面应用 离散公式以

表 2    当h=1/1 500, γ=0.5时，空间方向上的数值收敛阶

Tab.2    Numerical convergence orders in spatial direction
with h=1/1 500, γ=0.5

h E2(τ,h) Rateh

1/50 4.135 3×10–3 *

1/100 1.018 8×10–3 2.021 1
1/200 2.529 8×10–4 2.009 8
1/400 6.301 5×10–5 2.005 3
1/800 1.508 2×10–5 2.062 8
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达到二阶精度，空间方面采用二阶差分格式. 证明了

该差分格式的无条件稳定性和收敛性,并通过数值

实验来验证理论结果.

参考文献：

NIGMATULLIN R R. To the theoretical explanation of the
"universal response" [J]. Physica Status Solidi, 1984, 123(2):
739-745.

[  1  ]

GORENFLO R, MAINARDI F, SCALAS E, et al. Fraction-
al calculus and continuous-time finance III: the diffusion
limit [J]. Physica A Statistical Mechanics & Its Applications,
2000, 284(1-4): 376-384.

[  2  ]

梅立泉, 李瑞, 李智. 三元期权定价问题的偏微分方程数

值解[J]. 西安交通大学学报, 2006, 40(4): 484-487.
MEI L Q, LI R, LI Z. Numerical solutions of partial differ-
ential equations for trivariate option pricing [J]. Journal of
Xi'an Jiaotong University, 2006, 40(4): 484-487.

[  3  ]

ZHANG H, LIU F, PHANIKUMAR M S, et al. A novel nu-
merical method for the time variable fractional order mobile-
immobile advection-dispersion model [J]. Computers &
Mathematics with Applications, 2013, 66(5): 693-701.

[  4  ]

CAIN G, MEYER G H. Separation of variables for partial
differential equations[M]. New York: Chapman and Hall,
2006.

[  5  ]

PODLUBNY I. Fractional differential equations[M]. San
Diego: Academic Press, 1999.

[  6  ]

SUN Z, WU X. A fully discrete difference scheme for a dif-
fusion-wave system [J]. Applied Numerical Mathematics,
2006, 56(2): 193-209.

[  7  ]

LIN Y, XU C. Finite difference/spectral approximations for
the time-fractional diffusion equation [J]. Journal of Compu-
tational Physics, 2007, 225(2): 1533-1552.

[  8  ]

CUI M. Compact finite difference method for the fractional
diffusion equation [J]. Journal of Comp-utational Physics,
2009, 228(20): 7792-7804.

[  9  ]

REN J, SUN Z, ZHAO X. Compact difference scheme for
the fractional sub-diffusion equation with Neumann bound-
ary conditions [J]. Journal of Computational Physics, 2013,
232(1): 456-467.

[10]

WANG Z, VONG S. A compact difference scheme for a two
dimensional nonlinear fractional Klein-Gordon equation in
polar coordinates [J]. Computers & Mathematics with Ap-
plications, 2016, 71(12): 2524-2540.

[11]

FENG Q, MENG F. Finite difference scheme with spatial
fourth-order accuracy for a class of time fractional parabolic
equations with variable coefficient [J]. Advances in Differ-
ence Equations, 2016, 2016(1): 305.

[12]

YUSTE S B, ACEDO L. An explicit finite difference meth-
od and a new von neumann-type stability analysis for frac-
tional diffusion equations [J]. SIAM Journal on Numerical
Analysis, 2005, 42(5): 1862-1874.

[13]

ZHUANG P, LIU F, ANH V, et al. New solution and analyt-
ical techniques of the implicit numerical method for the an-
omalous sub-diffusion equation [J]. SIAM Journal on Nu-
merical Analysis, 2008, 46(2): 1079-1095.

[14]

ALIKHANOV A A. A new difference scheme for the time
fractional diffusion equation [J]. Journal of Computational
Physics, 2015, 280(C): 424-438.

[15]

VONG S, LYU P, CHEN X, et al. High order finite differ-
ence method for time-space fractional differential equations
with Caputo and Riemann-Liouville derivatives [J]. Numer-
ical Algorithms, 2016, 72(1): 195-210.

[16]

ZHAO X, XU Q. Efficient numerical schemes for fractional
sub-diffusion equation with the spatially variable coefficient
[J]. Applied Mathematical Modelling, 2014, 38(15-16):
3848-3859.

[17]

VONG S, WANG Z. A high order compact finite difference
scheme for time fractional Fokker-Planck equations [J]. Ap-
plied Mathematics Letters, 2015, 43: 38-43.

[18]

CUI M. Compact exponential scheme for the time fractional
convection-diffusion reaction equation with variable coeffi-
cients [J]. Journal of Computational Physics, 2015, 280(2):
143-163.

[19]

杜瑞连, 梁宗旗. 右侧Caputo分数阶导数的L2-1插值逼近

[J]. 集美大学学报(自然科学版), 2017, 22(4): 68-74.
DU R L, LIANG Z Q. Interpolation approximation of the
right side of the caputo fractional derivative [J]. Journal of
Jimei University (Natural Science), 2017, 22(4): 68-74.

[20]

第 3 期 张会琴，等：带周期边界的时间分数阶扩散方程的差分格式 79

http://dx.doi.org/10.1002/(ISSN)1521-3951
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2005.03.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.07.021
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2012.08.026
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1016/j.apm.2013.10.037
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1002/(ISSN)1521-3951
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2005.03.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.07.021
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2012.08.026
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1016/j.apm.2013.10.037
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1002/(ISSN)1521-3951
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2005.03.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.07.021
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2012.08.026
http://dx.doi.org/10.1002/(ISSN)1521-3951
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:0253-987X.2006.04.027
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2005.03.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2007.02.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.07.021
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2012.08.026
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1016/j.apm.2013.10.037
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1186/s13662-016-1035-8
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/030602666
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1137/060673114
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1007/s11075-015-0041-3
http://dx.doi.org/10.1016/j.apm.2013.10.037
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2014.11.007

