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基于绝对节点坐标法的三维柔性旋转梁

动力特性分析
张海波，夏鸿建，李德源，刘佳宇

（广东工业大学    机电工程学院, 广东    广州  510006）

摘要: 主要研究了三维柔性旋转梁的动力特性。采用绝对节点坐标法和几何非线性变形假设，基于一般连续介质理

论，建立三维柔性梁的非线性动力学模型；基于摄动理论，结合浮点坐标方法，采用线性化技术，建立柔性旋转梁

的振动频域分析模型。对柔性梁自由单摆进行时域仿真，并分析了不同转速下三维柔性旋转梁的频域特性。结果表

明，随着转速增加梁的动力刚化现象明显，且垂直旋转平面的模态振型和扭转、拉伸振型所对应的频率会逐渐转化

为低阶频率，从而影响柔性梁的振动特性。
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A Dynamic Characteristics Analysis of 3D Flexible Rotating Beam
Based on Absolute Node Coordinate Formulation
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Abstract: The dynamic characteristics of a three-dimensional(3D) flexible rotating beam is studied. Using the
absolute node coordinate formulation and geometric nonlinear deformation hypothesis, the nonlinear dynamic
model of 3D flexible beam is established based on the general continuum theory. Based on the perturbation theory
and the floating-point coordinate method, the vibration frequency domain analysis model of the rotating flexible
beam is established by using the linearization technique. Then, the time domain simulation of the free single
pendulum of the flexible beam is carried out, and the frequency domain characteristics of the 3D flexible rotating
beam at different speeds are analyzed. The results show that as the rotation speed increases, its dynamic stiffening
phenomenon is obvious, and the frequency corresponding to the mode shape of the vertical rotation plane and the
torsional and tensile modes will gradually be transformed into low-order frequencies, thereby affecting the vibration
characteristics of the flexible beam.
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dimensional flexible beam

 
 

随着柔性梁在航空、航天和风力机等领域的广

泛应用，研究者越来越重视其高精度的动力特性分

析。如直升机螺旋桨[1]、风力发电机叶片[2]等,这类梁

结构具有明显的非线性变形特点，工作时存在不同

的回转速度。精确控制柔性旋转梁，需准确分析柔性

梁的时域和频域特性。工程中为提高分析效率，通常

采用简化梁模型，主要有线性有限元法、模态坐标近

似法和柔性多体系统法，但这些方法存在模型精度

较低、动力刚化模拟不明显、转动模态仿真不准确等

问题。直接采用有限元模型，虽然能精确描述梁结

构，但由于自由度显著增加，难以将其用于后续的多

场耦合分析。现在计算大转动、非线性大变形梁的动
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力学问题的主流方法有GEBF(Geometrically Exact
Beam Formula)和ANCF(Absolute Node Coordinate
Formula)[3]。前者在机翼气弹耦合分析领域得到广泛

应用，但存在梁截面姿态插值问题，且广义坐标包含

角度和位移，给频域分析的线性化处理带来较大困

难。绝对节点坐标法由于质量矩阵为常数矩阵，且直

接基于连续介质理论，能方便描述梁的几何非线性

特征，并支持高效的时域求解。此外，在构建频域线

性化动力学方程时，仅需对刚度矩阵线性化，因此适

用于柔性旋转梁模型的时域和频域分析建模。目前，

国内外已有专家开展了广泛研究。

Ahmed[4]介绍了绝对节点坐标公式的计算机实

现过程，为后续的数值仿真奠定了基础。Zhang
等 [5-6]使用不同插值函数的ANCF对平面梁进行了动

力特性分析，研究了弯曲和拉伸振动之间的模态耦

合现象，但缺少弯扭耦合的相关研究。郑彤等[7]对三

维大变形柔性梁系统的动力学建模和仿真进行了研

究。建立三维大变形柔性梁系统的动力学模型，解决

了ADAMS在计算大变形物体动力学时的局限性问

题，但并未涉及动力特性分析。赵春璋等[8-12]建立动

力学模型,研究了平面柔性梁大范围转动的变形、仿

真精度的影响以及不同梁的理论适用范围，但未对

频域响应进行相关的研究。姚震等[13-14]对ANCF的精

确性和灵敏度展开了研究，认为不同材料和截面特

征对系统末端的运动规律有一定影响，同样未涉及

动力特性分析方面的工作。

综上，目前研究主要集中于平面梁的动力学仿

真和弯曲梁小变形情况下固有频率的计算，对基于

连续介质理论和非线性变形假设的三维柔性旋转梁

动力刚化及其动力特性的研究相对较少。

为此，本文基于绝对节点坐标法，结合连续介质

理论和几何非线性假设，建立三维柔性梁的动力学

模型。通过非线性梁自由单摆仿真实验，验证本文算

法的精确性；然后对三维梁的动力学方程进行线性

化，构建柔性旋转梁的频域振动方程，计算不同转速

下梁的动力刚化现象，并研究柔性旋转梁在不同转

速下的模态振型变化。为后续风力机或飞机叶片等

的气弹阻尼分析提供指导。 

1     绝对节点坐标柔性梁建模
 

1.1     梁单元位置插值

OXYZ

(x,y,z)

rp

图1为三维二节点梁单元。其中， 为绝对坐

标系， 为梁单元中任意一节点在单元坐标系中

的坐标。 为梁单元中线上任意一点 p在绝对坐标系中的

e (t) S(x,y,z)

位置矢量；r1，r2，r3，X，Y，Z为该点三维坐标参数；

为绝对坐标系中的单元节点坐标； 为单元

形函数。

rp =

[ r1
r2
r3

]
=

 X
Y
Z

 = S(x,y,z)e (t) (1)
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图 1   三维变形梁单元

Fig.1   Three dimensional deformed beam element
 

本文采用三次插值多项式来描述单元中任意一

点的绝对位置。 r1 = a0+a1x+a2y+a3z+a4xy+a5xz+a6x2+a7x3

r2 = b0+b1x+b2y+b3z+b4xy+b5xz+b6x2+b7x3

r3 = c0+ c1x+ c2y+ c3z+ c4xy+ c5xz+ c6x2+ c7x3

ai bi ci x、y、z式中： 、 、 为待定系数， 为梁单元未变形

时该点在单元坐标系下的坐标。

e (t)= [ ei e j ]T=
[

ri ri
x ri

y ri
z r j r j

x r j
y r j

z

]T

(2)

ri r j OXYZ

rx x

ry rz

式中： 、 分别表示单元首尾节点在 下的位置

矢量； 表示位置矢量对梁单元坐标 的偏导数矢

量， 、 同理。

将单元坐标式(2)与三次插值多项式联立，求解

待定系数，可得到单元形函数[15]。

S (x,y,z) = [ S1I S2I S3I S4I S5I S6I S7I S8I ]
(3)

I 3×3式中： 为 的单位矩阵。
S1 = 1−3ξ2+2ξ3; S2 = l

(
ξ−2ξ2+ ξ3) ;

S3 = l (η− ξη) ; S4 = l (ζ − ξζ) ;
S5 = 3ξ2−2ξ3; S6 = l

(
ξ3− ξ2) ;

S7 = l (ξη) ; S8 = l (ξζ)

ξ = x/l η = y/l ζ = z/l l式中： ， ， ， 为未变形时梁的单元

长度。 

1.2     单元质量矩阵

ṙ
对式(1)进行时间求导可得到任意一点的绝对速

度 。

ṙ = Sė (4)

梁单元的动能可表示为
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Ek =
1
2
ρ
y

ṙT ṙdV =
1
2

ėT
(
ρ
y

STSdV
)
ė =

1
2

ėT Mė
(5)

M式中： 为单元质量矩阵，该矩阵与广义坐标无关，

为常数矩阵。

M = ρ
w l

0

(x
STSdA

)
dx (6)

ρ dA l式中： 、 、 分别为梁单元的密度、截面面积微元、

梁未变形时的单元长度。 

1.3     单元刚度矩阵

H

利用连续介质理论和非线性格林应变张量假

设，计算梁单元的位移应变关系。梁单元的变形梯度

为

H =



∂r1

∂x
∂r1

∂y
∂r1

∂z
∂r2

∂x
∂r2

∂y
∂r2

∂z
∂r3

∂x
∂r3

∂y
∂r3

∂z


(7)

非线性格林应变张量为

G =
1
2

(HTH− I) (8)

将式(1)和式(7)代入式(8)得到

G =
1
2


 eTSxe eTSxye eTSzxe

eTSxye eTSye eTSyze
eTSzxe eTSyze eTSze

− I

 (9)

式中：

Sx =

(
∂S1

∂x

)T
∂S1

∂x
+

(
∂S2

∂x

)T
∂S2

∂x
+

(
∂S3

∂x

)T
∂S3

∂x

Sy =

(
∂S1

∂y

)T
∂S1

∂y
+

(
∂S2

∂y

)T
∂S2

∂y
+

(
∂S3

∂y

)T
∂S3

∂y

Sz =

(
∂S1

∂z

)T
∂S1

∂z
+

(
∂S2

∂z

)T
∂S2

∂z
+

(
∂S3

∂z

)T
∂S3

∂z

Sxy =

(
∂S1

∂x

)T
∂S1

∂y
+

(
∂S2

∂x

)T
∂S2

∂y
+

(
∂S3

∂x

)T
∂S3

∂y

Syz =

(
∂S1

∂y

)T
∂S1

∂z
+

(
∂S2

∂y

)T
∂S2

∂z
+

(
∂S3

∂y

)T
∂S3

∂z

Szx =

(
∂S1

∂z

)T
∂S1

∂x
+

(
∂S2

∂z

)T
∂S2

∂x
+

(
∂S3

∂z

)T
∂S3

∂x

将对称的非线性格林应变张量表示为列矢量

形式。

ε = [ G11 G22 G33 2G12 2G13 2G23 ]T (10)

σ ε在线弹性本构关系下，应力 与应变 的关系为

σ = Dε (11)

D式中： 为材料弹性系数张量。

根据虚功原理弹性力所作虚功为

δVw =
w

V
(Dε)TδεdV = eT Kδe (12)

K式中： 为单元刚度矩阵，V为梁单元的体积，可将单

元刚度矩阵整理得到式(13)。
K = Kl+Kn (13)

Kl式中： 为刚度矩阵的线性部分，与绝对节点坐标

无关。

Kl = −
(3λ+2µ)

2

y
(Sx+Sy+Sz)dV (14)

Kn Kn = Kn,1+Kn,2+Kn,3 λ

µ

为非线性部分， ，其中 、

为lame常数，具体计算为

Kn,1 =
1
2

(λ+2µ)
y

((eTSxe)Sx+

(eTSye)Sy+ (eTSze)Sz)dV

Kn,2 =
1
2
λ
y

((eTSxe)(Sy+Sz)+

(eTSye)(Sx+Sz)+ (eTSze)(Sx+Sy ))dV

Kn,3 = µ
y

((eTSxye)(Sxy+ST
xy)+

(eTSyze)(Syz+ST
yz)+ (eTSzxe)(Szx+ST

zx))dV

λ =
v

1+ v
· E

1−2v

µ =
E

2(1+ v)
(15)

E v式(15)中： 为材料的弹性模量， 为材料泊松比。 

1.4     单元广义力矩阵

根据虚功原理以及式(1)，得到外力虚功为

δWele = FTδr = FTSδe = QT
eleδe (16)

r F
QT

ele

式中： 是节点的位置矢量, 为梁单元上任意一点

所受的外力， 是与单元节点坐标相关的广义力

的矢量。

QT
ele = FTS (17)

 

2     柔性梁系统动力学方程
 

2.1     系统的约束表达

单摆仿真时，需要在单摆被约束的根部施加一

转动副约束，使单摆绕着被约束点旋转，此外该转动

副亦可施加于梁与梁之间，形成两梁之间的相对转

动；多个梁单元时，单元与单元之间不会发生相对移

动、扭转和旋转，单元与单元需固结在一起。故本文

特介绍2种约束，一种为绕z轴旋转的自由单摆的转

动副约束，一种为梁单元之间的固定铰约束。

p

p

转动副约束定义如图2(a)所示，点 是两单元连

接处的节点，故两单元在点 处的绝对位置坐标和
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z方向的偏导坐标始终相同，x和y方向的偏导坐标可

以不同。其约束方程为

rip = r jp (18)

rip
z = r jp

z (19)

p i j固定铰约束如图2(b)所示，点 在 单元和 单元

中的绝对位置坐标和偏导坐标始终相等。其约束方

程为

rip = r jp；rip
α = r jp

α , α = x,y,z (20)

rip i p rip
α i

p

式中： 为 单元中 点的绝对坐标矢量， 为 单元中

点关于单元坐标的偏导数。
 

r py

r px

r pz

Y

p

Z
XO

O

单元j

单元i

r py

r px

r pz

Y p

Z
X

单元j
单元i

(a) 旋转较约束 (b) 固定铰约束
 

图 2   系统约束

Fig.2   System constraints
  

2.2     系统动力学方程

B

Mtm Ktm Qtm

由单元质量矩阵、单元刚度矩阵、单元广义力矩

阵和组装布尔矩阵 ，可获得梁模型的质量矩阵

、刚度矩阵 、广义力矩阵 。
Mtm = BT MB
Ktm = BTKB
Qtm = BTQele

(21)

B m×n m

n

是 维的组装布尔矩阵， 为梁单元坐标数

与单元数目的乘积， 为柔性梁系统节点坐标数[16]。

Bc ë

考虑梁铰约束，将约束式(18)~(20)与式(21)联
立。约束组装矩阵由 表示， 为加速度，约束柔性梁

的动力学方程可表示为

Mc (Bcë)+Kc (Bce) = Qc (22)

Mc Kc

Qc

式中： 为约束后的质量矩阵， 为约束后的刚度

矩阵， 为约束后的广义力矩阵。
Mc = BT

c MtmBc

Kc = BT
c K tmBc

Qc = BcQtm
 

2.3     旋转梁动力学方程

用绝对节点坐标方法建模时，节点坐标相对绝

对坐标进行定义。当梁绕定轴转动时，为方便描述刚

性大范围定轴转动和梁本身的变形运动，引入浮点

坐标系，建立旋转梁动力学模型。

在三维空间坐标中，三维柔性梁绕着Z轴旋转，

将其投影于旋转平面如图3所示。

r1 r2 η1 η2

θ

图3中 、 、 、 分别表示点在绝对坐标系下的坐

标和浮动坐标系下的坐标， 为浮动坐标系相对于

绝对坐标系的转角。该点在两坐标系中的关系如式

(23)所示。[ r1r2r3

]
=

 cos θ −sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 [ η1
η2
η3

]
+R

 cos θ
sin θ

0


(23)
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图 3   浮动坐标与绝对坐标示意图

Fig.3   Schematic diagram of floating coordinates and absolute
coordinate system

 

e (t)

ẽele e (t)

根据单元节点坐标 的表示，结合式(23)，单元

浮动坐标 与单元节点坐标 关系为

e (t) = UCTẽele+ eele,R (24)

eele,R式中： 为轮毂半径坐标，R 为轮毂半径。

eele,R = RUCTV
V = [ 1 0 0 · · · 1 0 0 · · · ]T (25)

UCT =

[ NCT 0
0 NCT

]
(26)

V NCT式(25)~(26)中： 为单元坐标组装的布尔向量， 为

单元节点坐标变化矩阵。

NCT =


P0 0 0 0
0 P0 0 0
0 0 P0 0
0 0 0 P0

 (27)

P0 =

 cos θ −sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 (28)

将式(24)代入式(22)中，旋转梁动力学方程为

Mc ¨̃ec+2θ̇M1c ˙̃ec− θ̇2 M2cẽc−Rθ̇2 M2cV+Kc (ẽ) ẽc = Qc
(29)

M1c M2c θ̇

ẽ ẽc = Bcẽ
¨̃ec ˙̃ec

式中： 、 为做了不同变化后的质量矩阵， 为旋

转角速度， 为浮动坐标向量， 为系统约束后

的浮动坐标向量， 为加速度， 为速度。
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M1c = ρBT
c

(w l

0

(x
SθdA

)
dx

)
Bc (30)

Sθ = (UCT)TSTSUCT,θ (31)

M2c = ρBT
c

(w l

0

(x
SθθdA

)
dx

)
Bc (32)

Sθθ = (UCT)TSTSUCT,θθ (33)

UCT 24×24 UCT,θ

UCT,θθ

M1c M2c

为 的单元坐标变化矩阵， 和

分别为其对旋转角度的一阶导数和二阶导数。

联合式(24)~(33)，计算得 和 为常数矩阵[17]。 

2.4     旋转梁动力学方程线性化

¨̃ec ˙̃ec ẽc

为了分析柔性旋转梁的频率特性及其模态变

化，采用摄动理论对旋转动力学方程式(29)分别进行

、 和 的线性化。获得旋转梁振动方程为

Mcδ ¨̃ec+2θ̇M1cδ ˙̃ec+ (KT1c(ẽep)− θ̇2 M2c)δẽc = 0 (34)

KT KT1

ẽep KT1c(ẽep)

KT1(ẽep)

式中： 为切线刚度矩阵, 为切线刚度矩阵的线性

部分， 为当前旋转振动梁的平衡位置， 表

示约束后的 ，约束方式与前一节相同。

KT1
(
ẽep

)
=
∂(Ktm(ẽep))
∂ẽep

ẽep+Ktm(ẽep) (35)

¨̃ec = 0 ẽc = 0

ẽep

将 ， 代入式(29)，通过牛顿迭代法求

解式(36)得到 。

−θ̇2 M2cẽep+Kc(ẽep)ẽep−Rθ̇2 M2cC = 0 (36)

δẽc = ejωt Z将 代入式(34)，得到特征值方程(
jω

[ KT 0
0 Mc

]
+

[ 0 −KT

KT 2θ̇M1c

])
Z = 0 (37)

j ω Z

KT

式中：为虚数，t为摆动时间， 为固有频率， 为复杂

列向量常量， 为切线刚度矩阵。

KT = KT1c
(
ẽep

)− θ̇2 M2c (38)
 

3     仿真案例
 

3.1     自由单摆动力学仿真

F

以自由单摆仅受重力作用下的动力学仿真为

例，验证本文方法所建梁模型的精确性。此时外力

为重力，是梁所受的体积力。

F = [ 0 −ρg 0 ] (39)

S根据形函数 和式(17)、式(39)可得到单元广义

分布重力的表达式

QT
ele =

w
V

[ 0 −ρg 0 ]SdV (40)

ρ g式(39)~(40)中： 为柔性梁密度， 为重力加速度。

h

w L

自由单摆如图4所示，柔性梁截面高为 ，截面宽

为 ，总长为 ，质量为m。

E ν h

w L ρ

kg/m3

本文根据文献[12]中的算例进行了仿真实验1：
弹性模量 为0.8 MPa，泊松比 为0.3，截面高 为

0.02 m，截面宽 为0.08 m，总长 为1.2 m，密度 为

5 540  ，将单摆分成12单元。图5为仿真实验1中
柔性单摆不同时间下的位置及形状，表1为仿真实验

1与文献[12]的算例在t=0.3 s时的实验结果对比，证

明了本文所采用的模型具有较高的准确性。

 

L

Y

Y

Z

h
w

Z

X

mg

 
图 4   自由柔性单摆

Fig.4   Free flexible pendulum
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图 5   仿真实验1柔性单摆不同时间下的位置及形状

Fig.5   Position and shape of flexible pendulum at different time

 
表 1   本文的仿真结果与文献[12]实验结果的对比（t=0.3 s）

Table 1   Comparison between simulation results and literature[12] in
this paper (t=0.3 s)

x坐标
y坐标

误差/%
文献[12]结果 本文结果

0 0 0 0

0.120 5 −0.130 2 −0.136 9 5.146 0

0.234 4 −0.237 6 −0.250 3 5.345 0

0.354 9 −0.328 7 −0.346 4 5.385 0

0.488 8 −0.402 8 −0.418 4 3.873 0

0.642 9 −0.453 5 −0.460 5 1.544 0

0.803 6 −0.464 5 −0.465 8 0.279 9

0.964 3 −0.447 2 −0.441 8 1.208 0

1.078 6 −0.420 8 −0.417 0 0.903 0

E ν h

本文也对文献[18]中的算例进行了仿真实验2，
其弹性模量 为2 MPa，泊松比 为0.3，截面高 为
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w L ρ

kg/m3

0.01 m，截面宽 为0.01 m，总长 为1.0 m，密度 为

7 200  。图6(a)为仿真实验2中柔性单摆不同时

间下的位置及形状，表2为仿真实验2和文献[18]
的算例在t=0.4 s时的实验结果对比，两者结果基

本一致，进一步验证了本文方法的准确性。图6(b)为
单摆能量曲线图，其中纵坐标为能量Ewhole，横坐标为

时间t，Ek为动能，Ep, ela为弹性变形能，Ep, g为重力势能，

Etotal为总能量。从图中可以看出整个仿真过程中机械

能始终守恒。
 

(a) 柔性单摆不同时间下的位置及形状
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图 6   仿真实验2柔性单摆不同时间下的仿真结果

Fig.6   Simulation results of flexible pendulum at different time 

3.2     非线性柔性梁固有频率的计算 

3.2.1    柔性旋转梁固有频率的计算

ωi

ωi/ω0

为了验证旋转梁动力特性仿真精度，本文计算

不同转速下的无量纲固有频率，并与文献[19]的计算

结果进行对比。 是指不同阶数的固有频率，无量纲

固有频率用不同阶数的固有频率与0阶的固有频率

的比值表示，即 。

ω0 =

√
EΓ
mL3

(41)

Ω = γω0 (42)

E Γ

m L Ω

γ

式(41)~(42)中： 为柔性梁的弹性模量， 为截面惯性

矩， 为柔性梁的质量， 为柔性梁的总长度， 为无

量纲旋转速度， 为转速。

不同转速下无量纲固有频率前三阶计算结果如

表3所示，两者结果基本一致，验证了旋转梁动力特

性仿真精度。 

3.2.2    不同转速下的各阶振型

E 5×108 ν h

w L ρ kg/m3

梁模型的空间位置如图4所示，设置弹性模量

为  Pa，泊松比 为0.3，截面高 为0.02 m，截面

宽 为0.2 m，总长 为8.0 m，密度 为2 677.67  ，

表 2    本文仿真结果与文献[18]实验结果的对比（t=0.4 s）

Table 2    Comparison between simulation results and literature[18] in
this paper (t=0.4 s)

x坐标
y坐标

误差/%
文献[18]结果 本文结果

0 0 0 0

0.122 4 −0.367 1 −0.366 3 −0.217 9

0.162 3 −0.467 1 −0.460 9 −1.327 0

0.209 7 −0.560 0 −0.559 1 −0.160 7

0.261 8 −0.645 7 −0.643 7 −0.309 7

0.324 6 −0.712 4 −0.724 4   1.684 0

0.391 9 −0.767 1 −0.778 8   1.525 0

0.462 4 −0.810 0 −0.812 4   0.296 3

0.534 4 −0.832 6 −0.828 7 −0.468 4

表 3    不同转速下无量纲频率前三阶的结果对比

Table 3    Comparison of the results of the first three orders of dimensionless frequencies at different speeds

γ转速
第一阶无量纲固有频率 第二阶无量纲固有频率 第三阶无量纲固有频率

文献[19] 本文 文献[19] 本文 文献[19] 本文

0 3.516 3.524 22.035 22.345 61.713 63.770

1 3.543 3.552 22.159 22.468 61.849 63.903

2 3.622 3.631 22.527 22.833 62.256 64.301

3 3.743 3.754 23.127 23.429 62.928 64.957

4 3.897 3.911 23.941 24.239 68.856 65.864

5 4.072 4.091 24.949 25.242 65.027 67.010

10 5.041 5.108 32.113 32.402 73.985 75.828

20 6.739 7.056 51.138 51.740 101.479 103.243

50 10.278 12.506 115.751 117.423 204.458 207.592

第 2 期 张海波，等：基于绝对节点坐标法的三维柔性旋转梁动力特性分析 81



将单摆分成10单元进行仿真。绘制了不同转速下的

前6阶模态振型，并将各阶振型投影到旋转平面(xy
平面)或垂直于旋转平面的平面(xz平面)。

如图7~9所示，z方向模态振型从静止时的第3阶
振型，变为了图8中转速为10 r/min的第2、6阶振型以

及图9中转速为100 r/min的第2、4、6阶振型。随着转

速的增加，前6阶中垂直于旋转平面(z方向)的振型所

对应的频率会逐渐转换为低阶频率。
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图 7   静止时前六阶振型

Fig.7   The first six modes at rest
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图 8   10 r/min前六阶振型

Fig.8   The first six modes at 10 r/min
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图 9   100 r/min时前六阶振型

Fig.9   The first six modes at 100 r/min

图10中，转速为140 r/min，y方向出现了3阶的

振型，z方向出现了2阶振型，第6阶为扭转振型；图11
中，转速为300 r/min，y方向出现了2阶的振型，z方向

出现了2阶，第4阶为扭转振型，第6阶为拉伸振型。从

此可见，随着转速的增加，扭转和拉伸模态振型所对

应的频率会逐渐转换为低阶频率。
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图 10   140 r/min时前六阶振型

Fig.10   The first six modes at 140 r/min 

4     结论

本文在绝对节点坐标法基础上，运用连续介质

理论推导了三维柔性梁的动力学方程，并对不同文

献中的单摆案例进行了仿真，验证了本文方法的有

效性。然后对动力学方程进行了线性化处理，计算了

不同转速下柔性旋转梁的无量纲固有频率，并分析

了非线性柔性旋转梁在不同转速下的模态振型变化

特性。通过三维柔性梁动力学建模与动力特性的研

究可得到以下结论。(1) 本文所建非线性梁模型能精

确分析三维柔性梁的时域动力学响应；(2) 带浮动坐

标的绝对节点坐标建模方法，能有效分析柔性旋转

柔性梁的频域振动特性；(3) 三维柔性旋转梁随着转

速的增加出现动力刚化现象，且垂直旋转平面的模
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态振型以及扭转和拉伸模态振型所对应的频率会转

化为低阶频率。
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Fig.11    The first six modes at 300 r/min
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