
收稿日期: 2004- 04-02,修回日期: 2005- 01- 12

基金项目:茂名学院科学基金项目( 203101)

作者简介:陶鲜花( 1961- ) , 女,副教授, 主要研究方向为代数.

实反次对称矩阵的对角化
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摘要:讨论了实反次对称矩阵的次特征值与次特征向量的性质及实反次对称矩阵的对角化问题. 得

到了如下结论:若 A 为实反次对称矩阵,则存在正交矩阵 P , 用 P、P 的次转置矩阵 PST分别右乘和

左乘 A,即可使之成为一个对角矩阵.
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关于对称、反对称及次对称矩阵已有较详细的讨论,而实反次对称矩阵却少有人提及,本文

给出了实反次对称矩阵的次特征值与次特征向量的概念, 讨论了它的次特征向量的性质,并得

出了:若 A是实反次对称矩阵,则存在正交矩阵 P 使P
ST
AP= + 的结论.

1  预备知识

定理 1
[ 1]

:  设, A (K) = ( a ij ( K) ) I P[ K]
m@ n

, 且 rank( A ( K) ) = r ,则 A ( K)相抵于如下/对角

形0矩阵

d1 ( K)

w
dr ( K)

0

w
0 m @ n

= Dr ( K) ,

其中 di ( K) ( i= 1, ,, r )是首项系数为 1的多项式,并且 d i ( K) | d i+ 1 ( K) ( i= 1, ,r- 1) , /对角

形0矩阵 Dr ( K)称为 K矩阵A ( K)在相抵下的标准形或 Smith标准形.

不难知道: 对任何 n阶数字矩阵A ,有 rank( KE- A) = n,从而 KE- A µ Dn ( K) ,即 KE- A

与Dn ( K)相抵.

定理 2
[ 1]  相抵的 K矩阵具有相同的秩和相同的各阶行列式因子.

定理 3
[ 1]  设 A I C

m@ n
,则 A

H
A与AA

H
的特征值均为非负实数(其中 A

H
表示矩阵 A 的共

轭转置阵) .
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2  定义与性质

定义 1
[ 2]  设矩阵: A= ( a ij ) m@ n , 则称矩阵

B=

amn am- 1, n , a2 n a1n

am, n- 1 am- 1, n - 1 , a2, n- 1 a1, n- 1

s s s s

am2 am- 1,2 , a22 a12

am1 am- 1,1 , a21 a11

为矩阵 A的次转置,记为 A
ST

,即 B= A
ST

.

定义 2
[ 2]  设 A为n 阶方阵,若 A

ST
= A ,则称 A是次对称矩阵;若 A

ST
= - A ,则称 A 是反

次对称矩阵.

定义 3  形如

J=

0 , 0 1

0 , 1 0

s s s

1 , 0 0

的矩阵,称为( n 阶)次单位矩阵.

关于矩阵, 不难验证有如下性质(在下面的性质中矩阵 A为m @ n 阶矩阵) :

性质 1
[ 2]  1) J

T
= J;           2) J

ST
= J;

     3) J
- 1

= J; 4) | J | = ( - 1)
n( n - 1)

2 .

性质 2
[ 2]  1) JnA

T
Jm = A

ST
; 2) JnA

ST
Jm = A

T
.

性质 3
[ 2]  1) ( A

ST
)

ST
= A; 2) ( AB)

ST
= B

ST
A

ST
.

3  主要结论

定义 4  设 A 为n 阶方阵,若存在数 K和非零向量X ,使得 AX= KJX , 则称 K为A 的次特

征值, X 为A属于K的次特征向量.

显然: 若 AX= KJX ,则有 JAX= KX ,因此方阵的特征向量所具有的性质, 次特征向量也具

备.

定理 4  实反次对称矩阵的次特征值必为共轭纯虚数或零。

证明:  设 A I R
n @ n

,且 A
ST

= - A, 若

AX= KJX

1) 首先证明 K为纯虚数或零

用 �X
ST
左乘 AX= KJX 的两边得

�X
ST
AX= K�X

ST
JX ,

于是有 �X
ST
AX

 

 

ST

= K�X
ST
JX

 

 

ST

,

而 �X
ST
AX

 

 

ST

= 1�X ST
AX2ST

= �X
ST
�A

ST1�X ST 2ST
= - �X

ST
AX ,
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K�X
ST
JX

 

 

ST

= 1�K�X ST
JX2ST

= KX
ST
�J

ST1�X ST2ST
= �K�X

ST
JX1

所以 K�X
ST
JX= = - KX

ST
JX1

又 �X
ST
JX= J

- 1
1 ( J1�X

ST
J) X= J

- 1
1 �X

T
X= +X+ 2 X0,

故 2ReK= K+ �K= 0,

从而 K为纯虚数或零.

2) 其次证明�K也是 A的次特征值

由 AX= KJX 得: AX= KJX ,

即得 A�X = �KJ�X .

从而知�K也是A 的次特征值.

综上所述, 实反次对称矩阵的次特征值必为共轭纯虚数或零.

定理 5  设 A为 n 阶实反次对称矩阵, 则 A的属于不同的次特征值所对应的次特征向量

正交.

证明  1) 设| K1 | X | K2 | , AX 1= K1 JX1 , AX 2= K2 JX2 则 X1 与 X2 正交.

因为若 AX= KJX ,

由于 A
T
AX= KA

T
JX= - K

2
X ,

即 A 的属于次特征值 K的次特征向量X 也是A
T
A 的属于特征值- K

2
的特征向量, 而| K1 | X

| K2 | , 所以 K
2
1 XK2

2 ,从而 X 1 与 X 2正交
[ 3]

.

2) 设| K1 | = | K2 | X0,即 K与�K的情形:若 AX= KJX ,则 X 与�X 正交.

因为有 AX= KJX ,

用 X
ST
左乘 AX= KJX 的两边得:

X
ST
AX= KX

ST
JX ,

而    X ST
AX=

 
 A

ST
�X

ST

X=
 
 - A�X

ST

X=
 
 - �KJ�X

ST

X= - KX
ST
JX ,

X
ST
JX= J

- 1
1 X

T
X= ( X , �X ) ,

所以 2KX
T
X= 0.

从而 X与�X 正交.

定理证毕.

定理 6  设 A 为n 阶实反次对称矩阵, 则 Li为 A的次特征值的充要条件是 L
2
为 A

T
A的

特征值(其中 L为实数) .

证明  必要性: 设 Li为 A的次特征值,由定理 5的证明可知- ( Li)
2
= L

2
为 A

T
A 的特征

值;

充分性: 设   AT
AX= L

2
X ,

则 | A
T
A- L

2
E | = 0,

于是有 | A- LiJ |
T
| A- LiJ | = 0.

所以 Li为 A 的次特征值.

对于实反次对称矩阵,由上面的讨论我们不难知道:若 L
2
( LX0)为 A

T
A 的特征值,则必是

A
T
A的 2k 重特征值( k 为正整数) , ? Li必是 A的 k 重次特征值,即 ? Li均是 JA 的 k 重特征

值;若零为 A
T
A的 s 重特征值, 则零也为 A的 s 重次特征值,且对于 A

T
A属于零特征值的特征
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向量X ,也是 A的属于零次特征值的次特征向量.

引理 1  设 L为n 阶数字方阵 A的 k 重特征值,则 rank( LE-A) \n- k .

证明  因 L为A 的 k 重特征值,于是有| KE- A | = ( K- L)
k
f ( K) ( f ( K)为 K的 n- k 次多

项式,且 f ( L) X0) , 由定理 1知:

KE- Aµ Dn ( K) .

又由定理 2知:在 Dn ( K)的 n 个不变因子d1 ( K) , ,, dn ( K)中,至多是后面的 k 个不变因子含有

因子( K- L) ,从而

   rank( LE- A ) \n - k.

引理 2  设 A I R
n @ n

, A
ST

= - A, 且 Li( LX0)为 A的 k 重次特征值,则

rank( LiJ- A) [ n- k .

证明  由 Li为实反次对称矩阵 A 的 k 重次特征值,可知 L
2
为实对称矩阵 A

T
A的 2k 重

特征值,则

   rank( L
2
E- A

T
A) = n- 2k ,

又     L
2
E- A

T
A= ( LiJ - A )

T
( LiJ - A ) .

设     rank( LiJ- A) = r ,

则

     n- 2k \2r- n.

即     r [ n- k .

定理 7  若 A I R
n @ n

, A
ST

= - A, 且 Li( LX 0)为 A的 k ( k 为正整数)重次特征值, 则必存

在 A的属于 Li的 k 个线性无关的次特征向量.

证明  由于 rank( LiJ - A ) = rank( LiE- JA ) ,所以由引理 1, 2得

   rank( LiJ- A) = n- k1
从而线性方程组:

    ( LiJ- A) X= 0.

有 k 个线性无关的解向量,即 A 有属于 Li的 k 个线性无关的次特征向量.

综上所述得: n 阶实反次对称矩阵A 存在n 个线性无关的次特征向量.

定义 5  设 A I P
n @ n

, 若存在数域 P 上的数 K与 L, 及数域 P 上的n 维向量N与G使得:

AG= KJN, AN= LJG, 则称 K与 L为A的双重次特征值; N与 G为A的对应于K, L的双重次特征

向量.

不难证明下面的引理:

引理 3  设 A 为n 阶实反次对称矩阵, 且 AX= LiJX ( LX0) ,记

N= X+ �X
2

, G= X- �X
2i

,

则 AN= - LJG,   AG= LJN,

且 N与 G正交.

定理 8  设 A为n 阶实反次对称矩阵,则必存在正交矩阵 P, 使 P
ST
AP= +, 其中 + 是以A

的次特征值的虚部和零为对角线上元素的对角矩阵.

证明  1) 不妨设 A的所有共轭次特征值为 ? L1 i, ? L2 i, ,? Lm i(其中 Lk ( k= 1, ,, m )均

为正数 2m [ n, ) , 且均为单的次特征值,从而 A有n- 2m 个零次特征值,对应于 Lk i的 A次特
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征向量为Xk ( k= 1, 2, ,, m) ,记

   Nk =
Xk + �X k

2
, Gk=

Xk- �Xk

2i
, ( k= 1, ,, m)

其 A的零次特征值所对应的正交实次特征向量为X 2m+ 1 , ,Xn ,则

(
N1

+N1 + ,
Nm

+Nm +
X 2m+ 1

+X 2m+ 1 + ,
Xn

+Xn +
Gm

+ Gm + ,
G1

+ G1 + ) ,

即为所求的正交矩阵 P .

因此由引理 3得:

AP= ( - L1JG1 , - LmJGm 0, ,, 0 LmJNm , L1JN1 )= JPJdiag( - L1 , - Lm 0, 0 Lm , L1 ) ,

记 JPJ +1所以 P
ST
AP= P

ST
JPJ+= J

- 1
( P

T
) PJ+= +1

2) 若 Li为 A的 k 重次特征值, 由定理 7知: A 有属于 Li的 k 个线性无关的次特征向量

X 1 , X 2 , ,, Xk ,用Schimidt正交法,将其正交化,可得与之等价的一个两两正交的次特征向量组,

从而定理中的 P 也存在.

定理证毕.
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Diagonal One of Real Anti- sub-symmetric Matrix

TAO Xian-hua

( Department of Mathematics, Maoming College, M aoming 525000, China)

Abstract: The paper has discussed such problims as the properties of sub-eigenvalue and sub-eigenvector of

rea-l ant-i sub-symmetric matrix, and its diagonalization. Based on the above, the following result could be

approached: If A is a rea-l ant-i sub-symmetric matrix, then there exists a perpendicular matrix P.Multiplied

with P and its reversal P
ST

from the right and the left respectively, the matrix will become a diagonalmatrix.

Key words: real ant-i sub-symmetric matrix; sub-eigenvalue; sub-eigenvictor

120 广东工业大学学报 第 22 卷


