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一类脉冲随机微分方程解的稳定性
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摘要: 通过运用不动点理论方法和Lyapunov稳定性定理, 研究了一类脉冲随机微分方程解的稳定性, 得到了该方程均

方指数稳定的充分条件。
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Abstract: The stability of solutions of a class of impulsive stochastic differential equations was studied by using
the fixed point theory and Lyapunov stability theorem and sufficient conditions for the exponential stability in the
mean square of the equation are obtained.
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近年来，随机微分系统在遗传学、生态系统、自

动控制等领域都有着广泛的应用[1-3]。目前，关于具有

脉冲效应的随机微分方程的研究也吸引了很多学者

的关注[4-7]。文献[8]研究了一类随机微分方程解的稳

定性，文章首先给出了方程的温和解，并运用压缩映

射原理证明了方程的 阶矩指数稳定，该文章没有考

虑脉冲作用。文献[9]通过构造Lyapunov泛函，研究了

一类三阶时滞微分方程解的渐进稳定性和有界性，

得到了该方程渐进稳定和所有解有界的充分性条

件。文献[10]利用Razumikhin技巧和Lyapunov函数研

究了一类脉冲随机微分系统的全局指数稳定性。文

献[11]研究了下列形式的脉冲随机微分方程{dx(t) = f (x(t))dt+g(x(t))dw(t), t , tk, t ⩾ t0
∆x(tk) = Ik(x(tk)),k ∈ N

得到了上述方程解的几乎必然指数稳定性。

本文主要通过运用不动点理论和Lyapunov稳定

性定理研究如下的脉冲随机微分方程的稳定性，得

到了方程解均方指数稳定的结论。


d[x(t)− cx(t−τ)] = [−(A+∆A(t))x(t)+ f (t, x(t),

x(t−τ))]dt+σ(t, x(t), x(t−τ))dw(t), t ⩾ 0, t , tk
x(tk) = Ik(x(t−k )),k ∈ N

x(s) = φ(s) ∈ Db
F0

([−τ,0] ,H)

1     预备知识

{Ω,F,P} σ {Ft}t⩾0

F0

P− H,K

|·|H |·|K L (K,H) K

H D := Db
F0

([−τ,0] ; H)

[−τ,0] H F0

∥φ∥D = sup
−τ⩽θ⩽0

E|φ(θ)|H。

设 是一个具有 流 的完备概率空

间，满足通常的条件，即右连续和 包含所有的

零测集。设 是两个实值可分的希尔伯特空间，

它们的范数分别记作 ， 。 是从空间 到

的所有有界线性算子的集合。

表示从 到 的所有有界 可测函数的全体，

{W(t), t ⩾ 0} {Ω,F,P}
K− Wiener Q

x,y ∈ K E⟨W(t), x⟩K⟨W(s),y⟩K = (t∧ s) ⟨Qx,y⟩K
W(t) =

∑∞
i=1

√
λiBi

tei λi ⩾ 0, i ∈ N Q

ei ⩾ 0, i ∈ N Bi
t ⩾ 0, i ∈ N

假设 是定义在 空间的一个

值 过程，并且具有协方差算子 。对任意

， 。 令

，这里 是 的特征值；

是相应的特征向量； 是独立的
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K K0 = Q1/2 (K)

⟨u,v⟩K0 =
⟨
Q−1/2u,Q−1/2v

⟩
K

布朗运动序列。希尔伯特空间 的子空间 ，

其内积为 。

L0
2 = L2 (K0,H) K0 H设 表示所有从 到 的希尔伯特-

施密茨算子空间，具有范数：

|Ψ|2
L0

2
= tr

((
ΨQ1/2

) (
ΨQ1/2

)∗)
,Ψ ∈ L0

2

考虑如下的脉冲随机微分方程解的稳定性，
d[x(t)−cx(t−τ)]=[−(A+∆A(t))x(t)+ f (t, x(t), x(t−τ))]dt+

σ(t, x(t), x(t−τ))dw(t), t ⩾ 0, t , tk
x(tk) = Ik(x(t−k )),k ∈ N

x(s) = φ(s) ∈ Db
F0

([−τ,0] ,H)
(DW)

f : R+×H×H→ H,σ : R+×H×H→ L (K,H)

Borel |c| < 1 A

S (t), t ⩾ 0 x(t)

t x(t) > 0 tk
0=t0 < t1 < t2 < · · · < tk < · · · lim

k→∞
tk =∞ Ik : H→ H

x(t) tk x(t−k ) x(t) t = tk

其 中 是

希尔伯特空间中的 可测函数， 是常数， 是

有界线性算子半群 的无穷小生成元。 代

表在 时刻的细胞数量， 。脉冲时刻 满足

， 。 表

示 在 时刻的脉冲扰动， 代表 在 时的

左极限。

x(t)

µ η

定义1　如果方程(DW)存在解 ，且存在一对

正常数 和 ，使得

E|x(t)|2 ⩽ µE∥φ∥2e−ηt, t ⩾ 0

则称方程(DW)的解是均方指数稳定的。

{x(t), t ∈ [0,T ] ,0 ⩽ T <∞}定义2　随机过程 称为

方程(DW)的温和解，如果下列条件满足：

x(t) Ft, t ⩾ 0(1)  是 适应的；

t ∈ [0,T ] x(t)(2) 对任何 ， 都满足积分方程

x(t) =S (t)
[
φ(0)− cφ(−τ)]+ cx(t−τ)+w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds+w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds+w t

0
S (t− s)σ(s, x(s), x(s−τ))dw(s)+∑

0<tk<t

S (t− tk)Ik(x(t−k )) (1)

引入如下条件：

A H

{S (t), t ⩾ 0} γ > 0

M ⩾ 1 ∥S (t)∥H ⩽ Me−γt, t ⩾ 0

(H1)  是希尔伯特空间 中有界线性算子半群

的无穷小生成元，且对一些常数 和

，有 。

f σ

K1,K2 x, x̄,y, ȳ ∈ H t ⩾ 0

(H2) 函数 和 满足利普希茨条件，即存在常数

，对任意 和 ，有

| f (t, x,y)− f (t, x̄, ȳ)|2 ⩽ K1(|x− x̄|2+ |y− ȳ|2),K1 > 0 (2)

|σ(t, x,y)−σ(t, x̄, ȳ)|2 ⩽ K2(|x− x̄|2+ |y− ȳ|2),K2 > 0 (3)

f (t,0,0) = σ(t,0,0) = 0 Ik(0) = 0, (k = 1,2, · · ·)
x(t) ≡ 0

， 且 ，

则方程(DW)有平凡解 。

α ∈ [0,1] t ⩾ 0(H3) 存在 ，使得对任意 ，有∣∣∣[−(A+∆A(s))]αcx(t−τ)− [−(A+∆A(s))]αcy(t−τ)
∣∣∣
H ⩽

K3|x− y|H ,K3 > 0 (4)

Ik ∈C (H,H) qk(H4)  ，且存在常数 ，使得

|Ik(x)− Ik(y)|H ⩽ qk |x− y|H (5)

r ⩾ 1 L0
2 Φ(·)引理1[12]　对任意 和 -值可料过程 有

sup
s∈[0,t]

E
∥∥∥∥w s

0
Φ (u)dw (u)

∥∥∥∥2r

H
⩽

(r (2r−1))r
(w t

0

(
E ∥Φ (s)∥2r

L0
2

)1/r
ds

)r

β ⩾ 0引理2[13]　假设条件(H1)成立，则对任意 ，有

S (t)(−A)βx = (−A)βS (t)x(ⅰ)  ；

Mβ > 0(ⅱ) 存在正常数 ，使得∥∥∥(−A)βS (t)
∥∥∥ ⩽ Mβt−βe−γt, t > 0

2     主要结果

α ∈ (1/2,1)定理1　假设条件(H1)~(H4)成立，且对 ，

满足

|c|+K2
3 M2

1−αγ
−2αΓ (2α−1)+

w t

0
K1M2e−2γ(t−s)ds+

w t

0
K2M2e−2γ(t−s)ds+ L̃ <

1
6

(6)

Γ(·)

L̃ = M2e−2γT E
( m∑

k=1

|qk |2H
)则方程(DW)是均方指数稳定的，其中 是伽马函

数， 。

Φ : H→H t∈ [−τ,0] Φ(x)(t) =

φ(t) ∥x∥H := sup
t⩾0

E |x(t)|2
H

M∗ > 0,η > 0

E |x(t)|2
H
< M∗E |φ|2D e−ηt, t > 0

证明　定义算子 ，当 时，

， ，且存在常数 ，使

得 。

t ⩾ 0当 时，

Φ(x)(t) :=S (t)
[
φ(0)− cφ(−τ)]+ cx(t−τ)+w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds+w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds+w t

0
S (t− s)σ(s, x(s), x(s−τ))dw(s)+∑

0<tk<t

S (t− tk)Ik(x(t−k )) :=
6∑

i=1

Fi(t) (7)

Φ x ∈ H, t1 ⩾ 0 |r|先证 是均方连续的，令 ，且 足够小。

E |Φ(x)(t1+ r)−Φ(x)(t1)|2H ⩽

6
6∑

i=1

E |Fi(t1+ r)−Fi(t1)|2H (8)
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r→ 0易证当 时，

E |Fi(t1+ r)−Fi(t1)|2H → 0, i = 1,2,3,4,6 (9)

E |F5(t1+ r)−F5(t1)|2H ⩽

2
w t1

0
E |(S (t1+ r− s)−S (t1− s))σ(s, x(s), x(s−τ))|2Hds+

2
w t1+r

t1
E |S (t1+ r− s)σ(s, x(s), x(s−τ))|2Hds

因此当r→ 0时,E |F5(t1+ r)−F5(t1)|2H → 0 (10)

Φ(H) ⊂ H x ∈ H下证 ，令 ，有

E |Φ(x)(t)|2H ⩽ 6E
∣∣∣S (t)

[
φ(0)− cφ(−τ)]∣∣∣2H +6E |cx(t−τ)|2H +

6E
∣∣∣∣∣w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds

∣∣∣∣∣2
H
+

6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds

∣∣∣∣∣2
H
+

6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s)σ(s, x(s), x(s−τ))dw(s)

∣∣∣∣∣2
H
+

6
∑

0<tk<t

E
∣∣∣S (t− tk)Ik(x(t−k ))

∣∣∣2
H =

J1+ J2+ J3+ J4+ J5+ J6 (11)

t→∞由条件(H1)有，当 时，

J1 ⩽ 6M2e−2γt(1+ c)2 ∥φ∥2D→ 0 (12)

x(t) ∈ H t→∞由 得，当 时，

J2 ⩽ 6 |c|E |x(t−τ)|2H → 0 (13)

由条件(H3)和引理2得

J3 = 6E
∣∣∣∣∣w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds

∣∣∣∣∣2
H
⩽

6E
[w t

0

∣∣∣[−(A+∆A(s))]1−αS (t− s)[−(A+∆A(s))]α

cx(s−τ)|H ds
]2 ⩽ 6E

[w t

0
K3

M1−αe−γ(t−s)

(t− s)1−α |x(s−τ)|Hds
]2

⩽

6K2
3 M2

1−αγ
1−2αΓ(2α−1)

w t

0
e−γ(t−s)E |x(s−τ)|2H ds

x(t) ∈ H ε > 0 t1 > 0

t ⩾ t1 E|x(t)|2 < ε E |x(t−τ)|2H < ε
由于 ，对任意 ，存在 ，使得

时，则有 ， 。

6E
∣∣∣∣∣w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds

∣∣∣∣∣2
H
⩽

6K2
3 M2

1−αγ
1−2αΓ(2α−1)

w t1

0
e−γ(t−s)E |x(s−τ)|2H ds+

6K2
3 M2

1−αγ
1−2αΓ(2α−1)

w t

t1
e−γ(t−s)E |x(s−τ)|2H ds ⩽

6K2
3 M2

1−αγ
1−2αΓ(2α−1)

w t1

0
e−γ(t−s)E |x(s−τ)|2H ds+

6K2
3 M2

1−αγ
−2αΓ(2α−1)ε

t→∞ e−γt→ 0 t2 > t1

t ⩾ t2

当 时， ，结合条件(6)，存在 ，

使得对任意 ，有

6K2
3 M2

1−αγ
1−2αΓ(2α−1)

w t1

0
e−γ(t−s)E |x(s−τ)|2H ds ⩽

ε−6K2
3 M2

1−αγ
−2αΓ(2α−1)ε

t ⩾ t2因此，对任意 ，有

6E
∣∣∣∣∣w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds

∣∣∣∣∣2
H
< ε

t→∞也就是当 时，

6E
∣∣∣∣∣w t

0
(A+∆A(s))S (t− s)cx(s−τ)ds

∣∣∣∣∣2
H
→ 0 (14)

J4 = 6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds

∣∣∣∣∣2
H
⩽

6E
w t1

0
M2e−2γ(t−s)K1(|x(s)|2H + |x(s−τ)|2H)ds+

6E
w t

t1
M2e−2γ(t−s)K1(|x(s)|2H + |x(s−τ)|2H)ds ⩽

6E( sup
−τ⩽s⩽t1

|x(s)|2)M2K1

w t1

0
e−2γ(t−s)ds+

6εM2K1

w t

t1
e−2γ(t−s)ds (15)

t2 > t1 t ⩾ t2由条件(6)得，存在 ，使得 时，有

6E( sup
−τ⩽s⩽t1

|x(s)|2)M2K1

w t1

0
e−2γ(t−s)ds <

ε−6εM2K1

w t

t1
e−2γ(t−s)ds (16)

t ⩾ t2根据式(15)和式(16)可知，对任意 ，有

6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds

∣∣∣∣∣2
H
< ε

t→∞所以当 时，

6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s) f (s, x(s), x(s−τ))ds

∣∣∣∣∣2
H
→ 0 (17)

x(t) ∈ H同理对任意 ，利用条件(H2)及引理1，有

J5 = 6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s)σ(s, x(s), x(s−τ))dw(s)

∣∣∣∣∣2
H
⩽

6E
w t1

0
M2e

−2γ(t−s)
K2(|x(s)|2H + |x(s−τ)|2H)ds+

6E
w t

t1
M2e

−2γ(t−s)
K2(|x(s)|2H + |x(s−τ)|2H)ds ⩽

6E( sup
−τ⩽s⩽t1

|x(s)|2)M2K2

w t1

0
e−2γ(t−s)ds+

6εM2K2

w t

t1
e−2γ(t−s)ds

t2 > t1 t ⩾ t2所以存在 ，使得 时，有

6E( sup
−τ⩽s⩽t1

|x(s)|2)M2K2

w t1

0
e−2γ(t−s)ds ⩽

ε−6εM2K2

w t

t1
e−2γ(t−s)ds

t→∞因此当 时，
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6E
∣∣∣∣∣w t

0
S (t− s)σ(s, x(s), x(s−τ))dw(s)

∣∣∣∣∣2
H
→ 0 (18)

J6 = 6
∑

0<tk<t

E
∣∣∣S (t− tk)Ik(x(t−k ))

∣∣∣2
H ⩽

6M2e−2γt

 m∑
k=1

|qk |2H

E
∣∣∣x(t−k )

∣∣∣2
H

t→∞所以当 时，

J6 = 6
∑

0<tk<t

E
∣∣∣S (t− tk)Ik(x(t−k ))

∣∣∣2
H → 0 (19)

t→∞ E |Φ(x)(t)|2H → 0 Φ(H) ⊂ H综上，当 时， ，所以 。

Φ : H→ H

x,y ∈ H s ∈ [0,T ]

最后证明映射 是压缩的，对任意

， ，有

sup
s∈[0,T ]

E |Φ(x)(t)−Φ(y)(t)|2H ⩽

5 sup
s∈[0,T ]

{
|c|E |x(t−τ)− y(t−τ)|2H +

K2
3 M2

1−αγ
−2αΓ(2α−1)E |x(s−τ)− y(s−τ)|2H +w t

0
K1M2e−2γ(t−s)E(|x(s)− y(s)|2H +

|x(s−τ)− y(s−τ)|2H)ds+w t

0
K2M2e−2γ(t−s)E(|x(s)− y(s)|2H +

|x(s−τ)− y(s−τ)|2H)ds+

M2e−2γt

 m∑
k=1

|qk |2H

E
∣∣∣x(t−k )− y(t−k )

∣∣∣2
H

}
⩽

5( sup
s∈[0,T ]

E |x(t)− y(t)|2H)
{
|c|+K2

3 M2
1−αγ

−2αΓ(2α−1)+

w t

0
K1M2e−2γ(t−s)ds+w t

0
K2M2e−2γ(t−s)ds+ L̃

}
L̃ = M2e−2γT E

( m∑
k=1

|qk |2H
)

Φ

Φ H x(t)

s ∈ [−τ,0] x(s) = φ(s)

t→∞ E |x(t)|2H → 0

这里 。因此映射 是压缩

的，由压缩映射原理得， 在空间 中有不动点 ，

它是方程(DW)的解，且当 时， ，

时， ，所以定理1得证。

C2,1(Rn×R+;R+)

V(x, t) Rn×R+ x t

V(x, t) ∈C2,1(Rn×R+;R+)

LV : Rn×Rn×R+→ R

假定 表示所有非负函数族

在 上关于 是连续两次可微分的，对 是

一次可微分的。若 ，定义算子

为

LV(x,y, t) = Vt(x− cy, t)+Vx(x− cy, t)[−(A+∆A(t))x(t)+

f (t, x,y)]+
1
2

trace
[
σT(t, x,y)Vxx(x− cy, t)σ(t, x,y)

]
其中

Vt =
∂V
∂t
, Vx =

(
∂V
∂x1
,
∂V
∂x2
, · · · , ∂V

∂xn

)
, Vxx =

(
∂2V
∂xi∂x j

)
n×n

a,b ∈ Rn 0 < ε < 1引理3[14]　设 及 ，则

|a+b|2 ⩽ |a|
2

1−ε +
|b|2
ε

β > 0,0 < h < ε < 1,λ > 0, x(t),−τ ⩽
t <∞ sup

−τ⩽t<∞
E|x(t)|2 <∞ n

引理4[15]　假设

是一个满足 的 维随机过程且

满足

E|cx(t−τ)|2 ⩽ h sup
−τ⩽θ⩽0

E|x(t+ θ)|2

E|x(t)− cx(t−τ)|2 ⩽ λe−βt, t ⩾ 0 (20)

则

E|x(t)|2 ⩽ Ne−(β∧α)t (21)

其中

N =
(
λ

(1−ε)2 eβτ+
h
ε

e(β∧α)τφ0

)(
1− h
ε

e(β∧α)τ
)−1

α =
1
τ

ln
ε

h
, φ0 = sup

−τ⩽t⩽0
|x(t)|2

V ∈C2,1(Rn×R+;R+)

c1,c2,λ,q β∗ β̃

u1,u2, · · · ,ui, · · · ui > 1 i ∈ N

定理2　若存在函数 ，正常

数 ，常数 以及非负常数 ，且存在函数

，其中 ， ，使得下列条件成立：

c1|x(t)−cx(t−τ)|2 ⩽ V(x(t)−cx(t−τ), t) ⩽ c2 |x(t)−
cx(t−τ)|2

1)  
；

E|cx(t−τ)|2 ⩽ c̃∥φ∥2 0 < c̃ < 1 ∥φ∥ =
sup
−τ⩽θ⩽0

E |x(t+ θ)|
2 )   ， 其 中 ，

；

ELV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ β∗EV(x(t)− cx(t−τ), t)3)  ；

EV(x(ti)−cx(ti−τ), ti) ⩽ diEV(x(t−i )−cx(t−i −τ), t−i )

0 < di < 1

4)  ，

其中 ；

EV(x(ti+τ)− cx(ti), ti+τ) ⩽ uidiEV(x(t−i +τ)−
cx(t−i ), t−i +τ) 0 < uidi < 1

5 )  
，其中  ；

q>e(λ+β̃)ρ β̃ρ⩾sup
t⩾t0

r t+ρ
t β∗ds ρ = sup

k∈N
{tk−

tk−1}

6)   ， ，这里

。

则方程(DW)的解均方指数稳定。

tk − tk−1 > τ k = 1,2, · · · , w(t) = eλ(t−t0)

V(x(t)− cx(t−τ), t)
证明　假设 ， 令

。下面将证明

Ew(t) ⩽ c2M∥φ∥2, t ⩾ t0 (22)

Ew(t0) =EV(x(t0)− cx(t0−τ), t0) ⩽
c2|x(t0)− cx(t0−τ)|2 ⩽

c2

[
|x(t0)|2
1−ε +

|cx(t0−τ)|2
ε

]
⩽

c2(
∥φ∥2
1−ε +

c̃∥φ∥2
ε

) =

c2M∥φ∥2

M =
(

1
1−ε +

c̃
ε

)
其中 。

第 6 期 黄慧敏，等：一类脉冲随机微分方程解的稳定性 59



下面证明

Ew(t) ⩽ c2M∥φ∥2, t ∈ (t0, t1) (23)

t ∈ (t0, t1) Ew(t) ⩾

c2M∥φ∥2 t∗ = inf{t ∈ [t0, t1) : Ew(t) ⩾ c2M∥φ∥2}
Ew(t) t ∈ (t0, t1) t∗ ∈ (t0, t1) Ew(t∗) =

c2M∥φ∥2 t∗∗ = sup{t ∈ [t0, t∗] : Ew(t) ⩽ 1
q c2M∥φ∥2}

t∗∗ ∈ (t0, t∗) Ew(t∗∗) = 1
q c2M∥φ∥2

运用反证法，假若存在 ，使得

。定义 。因

为 在 上连续，所以有 ，

。定义 ，

故 ， 。

t ∈ [t∗∗, t∗] It
∧
o对任意 ，由 微分公式和条件3)得

ELw(t) =λeλ(t−t0)V(x(t)− cx(t−τ), t)+
eλ(t−t0)ELV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽
(λ+β∗)Ew(t)

Gronwall Ew(t∗) ⩽ Ew(t∗∗)

e
r t∗

t∗∗ (λ+β∗)ds ⩽
1
q

c2M∥φ∥2e(λ+β̃)ρ ⩽ c2M∥φ∥2
由 不 等 式 可 得

。得出矛盾，

所以式(23)成立。

Ew(t1) ⩽d1eλ(t1−t0)EV(x(t−1 )− cx(t−1 −τ), t−1 ) ⩽

d1c2M∥φ∥2 (24)

t ∈ (t1, t1+τ)下证当 时，

Ew(t) ⩽ d1c2M∥φ∥2 (25)

t ∈ (t1, t1+τ) Ew(t) ⩾ d1c2M∥φ∥2

t∗ = inf{t ∈ [t1, t1+τ) : Ew(t) ⩾ d1c2M∥φ∥2}
Ew(t) t ∈ (t1, t1+τ) t∗ ∈ (t1, t1+τ) Ew(t∗) =

d1c2M∥φ∥2 t∗∗=sup{t∈ [t1, t∗] : Ew(t)⩽
1
q

d1c2M∥φ∥2}

t∗∗ ∈ (t1, t∗) Ew(t∗∗) =
1
q

d1c2M∥φ∥2

t ∈ [t∗∗, t∗] It
∧
o ELw(t) ⩽ (λ+β∗)

Ew(t) Gronwall

反证，假若存在 ，使得 。

定义 。因为

在 上连续，故 ，

。定义 ，

则 ， 。因为对任意

，由 微分公式和条件3)有
，则由 不等式可得

Ew(t∗) ⩽ Ew(t∗∗)e
r t∗

t∗∗ (λ+β∗)ds ⩽
1
q

d1c2M∥φ∥2e(λ+β̃)ρ ⩽ d1c2M∥φ∥2

这是个矛盾，所以式(25)成立。

Ew(t1+τ) ⩽u1d1eλ(t1+τ−t0)EV(x(t−1 +τ)− cx(t−1 ), t−1 +τ) ⩽

u1d2
1c2M∥φ∥2

(26)

t ∈ (t1+τ, t2)当 时，运用反证法同理可证得

Ew(t) ⩽ u1d2
1c2M∥φ∥2 (27)

t = t2当 时，利用条件4)可得

Ew(t2) ⩽ d2u1d2
1c2M∥φ∥2 (28)

t∈ (tk−1+τ, tk) Ew(t) ⩽
k−1∏
i=1

ui

k−1∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2假设当 时，

成立，则可证得

Ew(tk) ⩽ dk

k−1∏
i=1

ui

k−1∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2 (29)

t ∈ (tk, tk +τ)当 时，运用反证法可证得

Ew(t) ⩽ dk

k−1∏
i=1

ui

k−1∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2 (30)

Ew(tk +τ) ⩽ukdkeλ(tk+τ−t0)EV(x(t−k +τ)− cx(t−k ), t−k +τ) ⩽
k∏

i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

(31)

t ∈ (tk +τ, tk+1) t ∈ (tk +τ, tk+1)

Ew(t) ⩾
k∏

i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2 t∗= inf

{
t ∈ [tk+τ, tk+1) :

Ew(t)⩾
k∏

i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

}
Ew(t) t∈ (tk +τ, tk+1)

Ew(t∗) =
k∏

i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

当 时，假若存在 ，使得

。定义

。因为 在

上连续，故 。

定义

t∗∗ = sup
{

t ∈ [
tk +τ, t∗

]
: Ew(t) ⩽

1
q

k∏
i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

}

t∗∗ ∈ (tk +τ, t∗) Ew(t∗∗) =
1
q

k∏
i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

t ∈ [t∗∗, t∗] ELw(t) ⩽ (λ+β∗)Ew(t)

Gronwall

则 ， 。因

为对任意 ，有 ，则由

不等式可得

Ew(t∗) ⩽Ew(t∗∗)e
r t∗

t∗∗ (λ+β∗)ds ⩽

1
q

k∏
i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2e(λ+β̃)ρ ⩽

k∏
i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2

这是个矛盾，所以

Ew(t) ⩽
k∏

i=1

ui

k∏
i=1

d2
i c2M∥φ∥2, t ∈ [tk +τ, tk+1) (32)

Ew(t) ⩽ c2M∥φ∥2 t ⩾ t0综上，有 ， 。

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ c2M∥φ∥2e−λ(t−t0)所以 。

E|x(t)−cx(t−τ)|2⩽ 1
c1

c2M∥φ∥2e−λ(t−t0)由条件1)可得 。

E|x(t)|2 ⩽ Ae−(λ∧α)t故由引理4可得 。

其中

A =
(

c2M∥φ∥2eλt0

c1(1−ε)2 eλτ+
c̃
ε

e(λ∧α)τφ0

)(
1− c̃
ε

e(λ∧α)τ
)−1
,

0 < c̃ < 1,α =
1
τ

ln
ε

c̃
,φ0 = sup

−τ⩽t⩽0
E|x(t)|2
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最后，由定义1得出方程(DW)的平凡解是均方

指数稳定的，所以定理2得证。

V ∈C2,1(Rn×R+;R+) β0

Q β∗

u1,u2, · · · ,ui, · · · ui > 1 i ∈ N

定理3　若存在函数 ， 是

固定的正常数，存在对称正定矩阵 以及常数 ，且

存在函数 ，其中 ， ，使得下列

条件成立：

2(x(t)− cx(t−τ))TQ[−(A+∆A(t))x(t)+ f (t, x(t),
x(t−τ))]+trace[σT(t, x(t), x(t−τ))Qσ(t, x(t), x(t−τ))] ⩽

(1) 

β∗(x(t)− cx(t−τ))TQ(x(t)− cx(t−τ))；
β0+β

∗ < 0(2)  ；

(x(ti)− cx(ti−τ))TQ(x(ti)− cx(ti−τ)) ⩽(3) 
d2

i (x(t−i )−cx(t−i −τ))TQ(x(t−i )−cx(t−i −τ)) 0 < d2
i < 1， ；

(x(ti+τ)− cx(ti))TQ(x(ti+τ)− cx(ti)) ⩽(4) 
u2

i d2
i (x(t−i +τ)− cx(t−i ))TQ(x(t−i +τ)− cx(t−i ))，

0 < u2
i d2

i < 1。

则方程(DW)的解均方指数稳定。

Ik(µ) = dkµ k = 1,2, · · · , tk − tk−1 > τ证明　取 ， 且 ，构

造如下Lyapunov - Krasovskii泛函：

V(x(t)−cx(t−τ), t)=eβ0t(x(t)−cx(t−τ))TQ(x(t)−cx(t−τ))

t ∈ [t0 , t1)当 时，由方程(DW)和条件(1)得到

LV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽
(β0+β

∗)eβ0t(x(t)− cx(t−τ))TQ(x(t)− cx(t−τ)) =
(β0+β

∗)V(x(t)− cx(t−τ), t)

ELV(x(t)−cx(t−τ), t)⩽(β0+β
∗)EV(x(t)−cx(t−τ), t)故 。

由条件(2)可得

ELV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ 0, t ∈ [t0 , t1) (33)

t, t∗ ∈ [t0, t1) t > t∗ Dynkin′s对任意的 ，且 ，运用 公式得

EV(x(t)− cx(t−τ), t)−EV(x(t∗)− cx(t∗−τ), t∗) =w t

t∗
ELV(x(s)− cx(s−τ), s)ds ⩽ 0

因此，

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t∗)− cx(t∗−τ), t∗) (34)

t = t1当 时，由条件(3)得到

V(x(t1)− cx(t1−τ), t1) =
eβ0t1 (x(t1)− cx(t1−τ))TQ(x(t1)− cx(t1−τ)) ⩽
eβ0t1d2

1(x(t−1 )− cx(t−1 −τ))TQ(x(t−1 )− cx(t−1 −τ)) ⩽
V(x(t−1 )− cx(t−1 −τ), t−1 ) (35)

t ∈ [t1, t1+τ)当 时，由方程(DW)和条件(1)、(2)有

ELV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ 0, t ∈ [t1, t1+τ)

t, t′ ∈ [t1, t1+τ) t > t′ Dynkin′s对任意的 ，且 ，由 公

式得

EV(x(t)− cx(t−τ), t)−EV(x(t′)− cx(t′−τ), t′) =w t

t′
ELV(x(s)− cx(s−τ), s)ds ⩽ 0

因此，

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t′)− cx(t′−τ), t′) (36)

t = t1+τ当 时，由条件有

V(x(t1+τ)− cx(t1), t1+τ) =
et1+τ(x(t1+τ)− cx(t1))TQ(x(t1+τ)− cx(t1)) ⩽

u2
1d2

1et1+τ(x(t−1+τ)− cx(t−1 ))TQ(x(t−1+τ)− cx(t−1 )) ⩽
V(x(t−1 +τ)− cx(t−1 ), t−1 +τ) (37)

t ∈ [t1+τ, t2) t, t∗ ∈ [t1+τ, t2)

t > t∗
当 时，可证得对任意的 ，

且 ，有

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t∗)− cx(t∗−τ), t∗) (38)

t = t2当 时，由条件(3)可得到

V(x(t2)− cx(t2−τ), t2) ⩽ V(x(t−2 )− cx(t−2 −τ), t−2 ) (39)

t ∈ [tk−1+τ, tk) t, t∗ ∈ [tk−1+τ, tk)

t > t∗ EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t∗)− cx(t∗−τ), t∗)
假设当 时，对任意的 ，

且 时，

成立。

t = tk则当 时，由条件(3)得到

V(x(tk)− cx(tk −τ), tk) ⩽
eβ0tk d2

k (x(t−k )− cx(t−k −τ))
TQ(x(t−k )− cx(t−k −τ)) ⩽

V(x(t−k )− cx(t−k −τ), t
−
k ) (40)

t ∈ [tk, tk +τ) t, t′ ∈ [tk, tk +τ)

t > t′
当 时，对任意的 ，且

时，运用Dynkin's公式，同理可证

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t′)− cx(t′−τ), t′) (41)

t = tk+τ当 时，由条件(4)可知

V(x(tk+τ)− cx(tk), tk+τ) ⩽ V(x(t−k +τ)− cx(t−k ), t−k +τ)
(42)

t ∈ [tk +τ, tk+1) t, t∗ ∈ [tk +τ, tk+1)

t > t∗
当 时，对任意的 ，

且 ，可证得

EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽ EV(x(t∗)− cx(t∗−τ), t∗) (43)

所以综上有

EV(x(tk)− cx(tk −τ), tk) ⩽
EV(x(t−k )− cx(t−k −τ), t

−
k ) ⩽

EV(x(tk−1+τ)− cx(tk−1), tk−1+τ) ⩽
· · · ⩽
EV(x(0)− cx(−τ),0) (44)

所以

eβ0t(λmin(Q))E|x(t)− cx(t−τ)|2 ⩽
EV(x(t)− cx(t−τ), t) ⩽
EV(x(0)− cx(−τ),0) (45)

V(x(0)− cx(−τ),0)又由 的定义，得
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EV(x(0)− cx(−τ),0) ⩽ (λmax(Q))E|x(0)− cx(−τ)|2

E|x(t)−cx(t−τ)|2 ⩽
(
λmax(Q)
λmin(Q)

)
E|x(0)−cx(−τ)|2

e−β0t

所以

。

E|x(t)|2Me−(β0∧α)t因此，由引理4得出 。

其中

M =
(

eβ0τλmax(Q)
(1−ε)2λmin(Q)

E|x(0)− cx(−τ)|2+

c̃
ε

e(β0∧α)τφ0

) (
1− c̃
ε

e(β0∧α)τ
)−1

0 < c̃ < 1,α =
1
τ

ln
ε

c̃
,φ0 = sup

−τ⩽t⩽0
E|x(t)|2

所以由定义1可得，定理3得证。
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